
エコノメトリックス 2 04 宿題 解答

2005年 1月 19日

宿題1

次の問いに答えなさい。

連続確率変数 zと wがある。wを条件としたときの zの条件付期待値が条件に依存しない、
すなわち

E(z|w) = δ

（但し δは定数）であるとき、zの無条件期待値が条件付期待値と一致する、すなわち

E(z) = E(z|w) = δ

となることを示しなさい。

解答
確率変数 zとwの密度関数をそれぞれ g(z), h(w)、同時密度関数を f(z,w)とすると、wを条件
としたときの zの条件付期待値は

E(z|w) =
∫

z
f(z,w)
h(w)

dz = δ

と表される。ところで zの無条件期待値は

E(z) =
∫

zg(z)dz

=
∫

z(
∫

f(z,w)dw)dz =
∫

(
∫

z
f(z,w)
h(w)

dz)h(w)dw

= E[E(z|w)]

=
∫

δh(w)dw = δ

∫
h(w)dw = δ

よって示された。
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宿題2

単回帰モデル
yi = β1 + β2x2i + εi (i = 1, . . . , n)

を考える。撹乱項 εiについては古典的仮定 (A1),(A2),(A3’),(A4) をおくものとする。このと
き、次の問いに答えなさい。

(1) xi = (1, x2i)′, β = (β1, β2)′ とするとき、単回帰モデルをベクトルを使って表現しな
さい。

(2)ベクトルを使って、βのOLSE β̂を表記しなさい。
(3) (2)で得た表記の計算を実際に行い、

β̂2 =
∑n

i=1(x2i − x̄2)(yi − ȳ)∑n
i=1(x2i − x̄2)2

β̂1 = ȳ − β2x̄2

となることを確認しなさい。ただし、w̄ = (1/n)
∑n

i=1 wiである。
(4) Cov(β̂1, β̂2)を求めなさい。

解答

(1) yi = xiβ + εi (i = 1, . . . , n)
(2) β̂ = (

∑n
i=1 xix

′
i)
−1 (

∑n
i=1 xiyi)

(3) β̂を要素を明示したベクトル・行列表現で表すと、

β̂ =

(
β̂1

β̂2

)
=

(
n

∑n
i=1 x2i∑n

i=1 x2i
∑n

i=1 x2
2i

)−1( ∑n
i=1 yi∑n

i=1 x2iyi

)

=
1

n
∑n

i=1 x2
2i − (

∑n
i=1 x2i)2

( ∑n
i=1 x2

2i −∑n
i=1 x2i

−∑n
i=1 x2i n

)( ∑n
i=1 yi∑n

i=1 x2iyi

)

=
1

n
∑n

i=1 x2
2i − (nx̄2)2

( ∑n
i=1 x2

2i −nx̄2

−nx̄2 n

)(
nȳ∑n

i=1 x2iyi

)

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

nȳ
∑n

i=1
x2
2i−nx̄2

∑n

i=1
x2iyi

n
∑n

i=1
x2
2i−(nx̄2)2

n
∑n

i=1
x2iyi−n2x̄ȳ

n
∑n

i=1
x2
2i−(nx̄2)2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

ȳ − x̄

∑n

i=1
x2iyi−nx̄ȳ∑n

i=1
x2
2i−nx̄2

2

∑n

i=1
x2iyi−nx̄ȳ∑n

i=1
x2
2i−nx̄2

2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

これより明らか。
(4) β̂の分散共分散行列は、Var(εi) = σ2とすると、

Var(β̂) =

(
Var(β̂1) Cov(β̂1, β̂2)

Cov(β̂2, β̂1) Var(β̂2)

)

= σ2

(
n∑

i=1

xix
′
i

)−1

=
σ2

n
∑n

i=1 x2
2i − (

∑n
i=1 x2i)2

( ∑n
i=1 x2

2i −∑n
i=1 x2i

−∑n
i=1 x2i n

)
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よって

Cov(β̂1, β̂2) = − σ2x̄∑n
i=1 x2

2i − nx̄2
2


