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βの任意の線型推定量を β̃とすると、

β̃ = Zy

と表現できる。ここで
Z ≡ (D + X ′X)−1X ′

である。β̃の条件付期待値をとると

E(β̃ | X , D) = E{(D + (X ′X)−1X ′)(Xβ + u) | X , D}
= β + DXβ + E{(D + (X ′X)−1X ′)u | X, D}
= β + DXβ + (D + (X ′X)−1X ′)E(u | X, D)

= β + DXβ

β̃が不偏推定量であるとき、
DX = O

が満たされなくてはならない。
次に β̃の条件付分散を求めよう。

Var(β̃ | X, D) = E{(D + (X ′X)−1X ′)uu′(D + (X ′X)−1X ′)′ | X, D}
= (D + (X ′X)−1X ′)σ2In(D + (X ′X)−1X ′)′

= σ2(D + (X ′X)−1X ′)(D′ + X(X ′X)−1)

= σ2{DD′ + DX(X ′X)−1 + (X ′X)−1X ′D′ + (X ′X)−1}

とかけるが、β̃が不偏推定量であればDX = Oより

Var(β̃ | X, D) = σ2{DD′ + (X ′X)−1}

従って、βの線形不偏推定量のうち、D = Oであるものが最も分散が小さいことが示された。
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