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問1

(1) 線形回帰モデルが yt = x′
tβ + ut, (t = 1, . . . , n)で与えられているから、

y =


y1

y2

...
yn

 =


x′

1β + u1

x′
2β + u2

...
x′

nβ + un

 =


x′

1

x′
2
...

x′
n

 β +


u1

u2

...
un

 = Xβ + u

となる。

(2) βの最小 2乗推定量 (OLSE)β̂は

β̂ = argmin
β

n∑
t=1

u2
t = argmin

β
u′u

で与えられるから、S ≡ u′uとすると、最小化のための 1階の条件より

∂S

∂β
=

∂u′(y − Xβ)
∂β

+
∂(y − Xβ)′u

∂β

= −X ′u − X ′u = −2X ′(y − Xβ) = 0 (1)

いまX ′X が full rankであれば逆行列 (X ′X)−1が存在し、(1)式を満たす βは

β̂ =
(
X ′X

)−1
X ′y (2)

となる。
【別答】

X ′X =
(

x1 x2 · · · xn

)


x′
1

x′
2
...

x′
n

 =
n∑

t=1

xtx
′
t,
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X ′y =
(

x1 x2 · · · xn

)


y1

y2

...
yn

 =
n∑

t=1

xtyt

であることに注目すると、授業で示した

β̂ =

(
n∑

t=1

xtx
′
t

)−1 n∑
t=1

xtyt

より (2)式が得られる。

問2

(1) 問 1の結果より

β̂ =

(
β̂1

β̂2

)
=

(
n∑

t=1

xtx
′
t

)−1 n∑
t=1

xtyt

=

[
n∑

t=1

(
1 zt

zt z2
t

)]−1 [
n∑

t=1

(
yt

ztyt

)]

=

(
n

∑
zt∑

zt
∑

z2
t

)−1 ( ∑
yt∑

ztyt

)

=
1

n
∑

z2
t − (

∑
zt)2

( ∑
z2
t −

∑
zt

−
∑

zt n

) ( ∑
yt∑

ztyt

)

=
1

n
∑

z2
t − (

∑
zt)2

(
(
∑

z2
t )(

∑
yt) − (

∑
zt)(

∑
ztyt)

−(
∑

zt)(
∑

yt) + n(
∑

ztyt)

)

が得られる。

(2) (1)でもとめた結果より、

β̂2 =
n

∑n
t=1 ztyt −

∑n
t=1 zt

∑n
t=1 yt

n
∑n

t=1 z2
t − (

∑n
t=1 zt)2

=
∑n

t=1 ztyt − nz̄ȳ∑n
t=1 z2

t − nz̄2
=

∑n
t=1(zt − z̄)(yt − ȳ)∑n

t=1(zt − z̄)2

と変形できる。また、

β̂1 =
(
∑n

t=1 z2
t )(

∑n
t=1 yt) − (

∑n
t=1 zt)(

∑n
t=1 ztyt)

n
∑n

t=1 z2
t − (

∑n
t=1 zt)2

=
(
∑n

t=1 z2
t )ȳ − z̄(

∑n
t=1 ztyt) + z̄(nz̄ȳ) − ȳ(nz̄2)∑n
t=1 z2

t − nz̄2

= ȳ − z̄β̂2

と変形できる。


