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§�� 最小２乗推定量の性質

§��� 統計量の基本概念

���推定量など推定量は標本データ ���� � � � � ���の関数として表される。一般に標本データの
関数 � ��� � � ���� � � � ����を �に基づく統計量と呼ぶ。
統計量に関しては次の十分統計量（��Æ	
�� ��
�
	）という概念が重要である。

定義 �����

いま、�� � ����� � ���� �� � �� � � � � 	� � � � とする。このとき、統計量 � ���がパラメータ �
の十分統計量であるとは � を条件としたときの � � ���� � � � � ���

�の条件付分布が �に依存しない
ことである。

（例）離散型確率変数の場合
�� � ������
�	��� �� �� � �� � � � � 	�とする。このとき、��� � � � � ��の同時分布は

����� � � � � ���は �
��

���

������ ������

で与えられる。
他方、� � 	�� � ���の分布は、� � 
�	�	� ��より

���� � ���
���� �����

となる。よって

����� � � � � �� � �� �
�

��

が得られ、パラメータ �に依存しないことがわかる。ゆえに �（または ��）は �の十分統計量で
ある。

�



����年度 エコノメトリックス ���第 �回訂正版� ���������� �

定理 ����� 分解定理

��� � � � � �� を確率変数とし、���� ��を ��� � � � � �� の確率関数（確率密度関数）とする。このと
き � ��� � � ���� � � � � ���が �の十分統計量であるための必要十分条件は、�を含まない �の関数
����を用いて

���� �� � ���� ������

の形に分解できることである。

（例１）先程の �� � 
�	��� ��の例では ���� � ��または �����。

（例２）�� � ������ ������	��� �� � �� � � � � 	� とする。このとき

����� � � � � ��� �� �
��

���

������

���
�
��������� ��
���

�����
�

よって、�� �
�

	

��
���

��とすると

����� �� � ���������

����� � � � � ��� �
� ��
���

�����
���

によって
����� � � � � ����� � ����� ������� � � � � ���

と表されるので、��は �の十分統計量である。

十分統計量に関しては次の �������	 !���定理が重要な性質を与えている。

定理 ����� ����	
����

定理

"����を �の推定量とし、���� �を十分統計量 � � � ���を条件としたときの "����の条件付期待値

���� � � #$"���� � � %

とする。このとき平均２乗誤差

&�#�"����� � #$�"����� ���%

をリスク関数とすると
#$����� �� ���% � #$�"����� ���%

であり、等号成立は
��"���� � ���� �� � �
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のときのみである。

これより、"���� � ���� �のケースを除いて ���� �は小さいリスクをもつことがいえる。また "����

が不偏推定量であるときには平均２乗誤差は分散に等しくなるので、���� �は最小分散を与える
ことになる。

§��� 推定量の「良さ」とは

数理統計学では、推定量の「良さ」の基準として、以下の概念が用いられる。

定義 �����

いま、�を �� �のパラメータ �母数�ベクトル、"��をサンプルサイズ 	の標本から求めた �の
推定量とする。このとき、不偏性 ���(
�������、一致性 �	���
���	)�、効率性 ��Æ	
��	)�は次の
ように定義される。

��� 不偏性 #�"��� � � 	�　　　　　　　　　　　　　　　

��� 一致性 *�
+���
"�� � �

�
�, �
+�����
 "�� � � 
� �� � �　 �� � �

�
��� 効率性 ��を不偏推定量の集合とする。もし、"�� � ��� -�� � ��であるとき、以下は同値。

.�,�"��� � .�,�-���　��　"��は効率性を有する。

�の���推定量 "�はこの 'つの基準から「良い」推定量であることが言える。以下では、詳細
に見てゆくことにしよう。

§��� 不偏性

いま、攪乱項 �について、#�� ��� � �を仮定する。���推定量は、

"� � �� ������ �� � � / �� ������ ��

で与えられるから、
#�"� ��� � � / #��� ������ �� ���� �� 	

�

� �

となり、不偏推定量であることが確認できる。
���推定量 "�が偏りのある推定量となるケース �(
���0 	����として、説明変数に従属変数の
ラグを含む場合を挙げることができる。いま、モデルを

�� � �� / ������ / ��� �� � ������ ��� �� � �� � � � � 	�



����年度 エコノメトリックス ���第 �回訂正版� ���������� 1

としよう。このとき、#�� � ���� � �が成り立つだろうか。（ここで、��� � ���� ��� � � � � �����
�

である。）
#��� � ����� � #��� � �� / ������ / ����� � �

であるが、
#����� � ����� � #����� � �� / ������ / ����� � ���� � �

になるため、
#�� � ���� � �

が成立する。これより、#
�
"�����

�
� �になる。

§��� 一致性

次に、"�が一致推定量であることを確認しよう。 "�がサンプルサイズ 	からの推定量であるこ
とを強調するために、 "��と表記しよう。

"�� � ����	
���	�

/�� ������ ��

であるから、両辺の確率極限をとり、また

*�
+
���

��
� � *�
+
���

�� *�
+
���


�

*�
+
���

��


�

�
*�
+�����

*�
+���
�

� !2�� *�
+
���


� � �

となることを用いると、

*�
+
���

"�� � � / *�
+
���

�� ������ ��

� � /



*�
+
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�

	
� ��

���
� *�
+

���

�

	
� ��

になるが、

*�
+
���

�

	
� �� � ��

�

�� �� 	
+�+�� &�,
3

 /�

となることと、攪乱項に関する仮定 #�� ��� � �から、

*�
+
���

�

	
� �� � �

が成立するので、*�
+����� ������ �� � � になり、*�
+���
"�� � �が得られる。
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§��� 効率性

�次形式 ���������� �����

効率性は推定量の分散に関する概念である。"�の分散（分散共分散行列）は正方行列であり、か
つ対称行列になっている。
対称行列�と � � �に対して、����を �次形式とよぶ。簡単な例をみてみよう。いま

� �

�
!�� !��

!�� !��


� � �

�
��

��


とする。

���� �
�
�� ��

�� !�� !��

!�� !��

�
��

��



�
�
!���� / !���� !���� / !����

�� ��

��


� !���

�

� / !������ / !������ / !���
�

� � !���
�

� / �!������ / !���
�

�

このように、�次形式は �の成分の �次式になっていることが分かる。
�次形式の値によって対称行列 �の性質を以下のように分類することができる。

定義 �����

いま�を � � �の実対称行列（実数値を要素とする対称行列）とする。	� � �について、

���� � �ならば �は正値定符号 �*��

4� 0�5�
��行列であるという。

���� � �ならば �は非負値定符号 �*��

4� ��+
60�5�
��行列であるという。

����  �ならば �は負値定符号 ���7�
4� 0�5�
��行列であるという。

���� � �ならば �は非正値定符号 ���7�
4� ��+
60�5�
��行列であるという。

8��9 行列の固有値と �次形式の関係
結果のみ述べると、� � �の実対称行列�は適当な直交行列 �によって

� � ���� � ��

�������
�� � � � � �

� �� � � � �
:::

: : :
:::

� � � � � �


��������

に分解できる。ここで、�� �� � �� � � � � ��は�の固有値である。
いま、�の固有値のうち、正の個数を "、負の個数を#とすると、

# � � �� �は非負値定符号

" � � �� �は正値定符号

という関係が成立する。
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�� !の分散

では、"�の条件付分散を考えよう。

"� � �� ������ �� � � / �� ������ ��

であるから、

.�,�"� � �� � #
�
�"� � ���"� � ��� ��

�
� #

�
�� ������ ������� ����� ��

�
� �� ������ � #���� ���� �� 	

��	

��� �����

� ���� �����

ところで、

� �

����
���
:::

���

����
であったから、

� �� �
��

���


�



��
��

��


���

と表すことができる。これより
� �� �� �� 	��

であることは容易に分かる。すなわち� �� � $��	�である。
したがって、

�

	
� �� � �� ��  �

が得られるので、

.�,�"� ��� �
�

	
�� � �

�

	
� ����� �

�

	
��%��

� ��
�'�����

と表現できる。�':1:��式より、.�,�"� � ��が ��� サンプルサイズ 	、��� 攪乱項の分散 ��、�'�

� ����6��	2��
	の場合� または �� �� ���	2��
	の場合）、に依存することが分かる。

定理 ����� "��##�$����%定理

�の���推定量 "�は線形不偏推定量の中で分散の下限になっている。

（証明のスケッチ）
�の線形不偏推定量を ��とする。�� は線形推定量であるから、

�� � 
�� !2�,� 
 � �� / �� ������ ��
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で表現できる。次に、��の期待値をとると、不偏推定量であるから、
#���� � #���� / #�"�� � �

が成立しなければならない。#�"�� � �であるので、

#���� � #����� / #���� � �

を満たしている必要がある。したがって、�� � �でなくてはならない。
この関係を使うと、

�� � � � 
� � � � �� / �"� � ��

� ��� /��/ �� ������ ��

� ��/ �� ������ ��

になるので、��の分散は、
.�,��� ����� � #

�
���/ �� ������ ������/ �� ������ ���� ����

�
� ���� ����� / �����

として求められる。これより、.�,��� � ���� が最小となるのは � � � のときであることがわ
かる。
というのも、

� �

����
��
:::

��

����
とおくと、���の対角要素が、 �

���
�
��
� ��� � �

のように非負値を取るためである。


