
����年度 エコノメトリックス ��

� 上級エコノメトリックス ��

第 �回講義メモ

����年 ��月 �日

§��� 線形回帰モデルの幾何的理解

����� 準備：ベクトル空間

いま、すべての要素が実数値をとる �� �ベクトル �を考えることにしよう。すなわち

� � ��　　　

である。�次元の実数空間��に距離と内積を導入する。厳密に言うと、�次元のベクトル空間は
��を単なる集合でなく��の演算まで入れて考えたものを指している。
�� � � ��としたとき、距離 ������、内積� ��� �を次のように定義する。
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��に距離と内積を導入した空間を �次元ユークリッド空間といい ��で表す。
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�����

�� � � ��とする。いま� � ��� �� とする。ここで ��� � �� ��� � �であるものとする。こ
のとき、���� � ���� � � ���� � � � であるから、� � ���� �� ��� ���と表すことができる。これよ
り、� ��� �� ��� � ��� �が得られる。
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一般化して � � ���� � ����� � � � とすると、

� ��� � � �� � ��� �

� ������ ��� �

がえられる。ところで、�� � ��� � � �であるから、

� ��� �� ������ � ��� � �� ������

という不等式が得られる。なお、� ��� ��� ��������を ����	����	�����の不等式と言う。

線形部分空間 ���	�
���

��の空でない部分集合	が以下の条件を満たすとき、	は��の線型部分空間（���
�� ����

����
）であるという。
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テキストでは、�� � 	� 　 
� � �について �� � �� � � � � ��
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として定義。そこで、再び定義し直すと、次のようになる。

部分空間（線形）


��� � � � ����! �� � ��を基底ベクトル ������ "
�����とする。さらに、�� ��次元の��の部
分空間 ����� � � � ����を次のように定義する。

����� � � � ���� � 
� � �� � � �
��
���


���� 
� � ��



��年度 エコノメトリックス ���第 �回� �������� �

����� � � � ����は ��� � � � ���が張る空間という。
部分空間 �����…����の直交補空間 ������…����は次のように定義される。

������…���� � 
� � �� � ��� �   �� ��� � � ����� � � � �����

直交補空間の次元は �� となる。
（例） � �のケース
�������� � �� としよう。この時 ��������は �� と �� の線形結合の作る空間全体となり、

���������はその空間に直交する空間となる。
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����� � � � ����  ������ � � � ���� � 
�� 点：ゼロベクトルからなる集合
�� � ����� � � � ����� ������ � � � ����

ここで、�は直和 �#��
�� ��$�を表す記号である。

����� 直和

　	� 	�� 	� を � �いまの例では ��� の部分空間としよう。このとき、	�  	� � 
��で
あって、

	 � 	� �	�

かつ、� � 	� �� � 	� �� � �� ��について

� � �� � ��

の形に一意に表現できるとき、	�は、	�� 	� の直和であるといい、

	 � 	���	�

で表す。

定義 ����� 一次独立

���…��� が一次独立 ����
���� ��#
�
�#
���であるとは、次と同値である。
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定義 ����� 一次従属

���…��� が一次従属 ����
���� #
�
�#
���であるとは、次と同値である。
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命題 �����

いま、� � ���� � � � ����であるものとする。もし、��� � � � ���が一次独立でない、すなわち一
次従属であるならば、� �� は可逆 ���"
�����
� ではない。
'証明( �
)� �*��参照。もし、��� � � � ���が一次従属であるならば、�� � �を満たす � �� �が存
在する。

�� � �であるから、� ��� � �

もし� �� が可逆であるなら、

�� ������� ��� � 	

� � 	� � �� ������� ���� � �

を満たす �� �����が存在することになる。これは � �� �であることに反する。

部分空間の次元

いま、行列� � ���� � � � ����を考えよう。�の列ベクトルのうち、一次独立であるものの（最
大）個数を� の階数 ����+�といい、���+���で表す。このとき、

���+��� � #�$����

という関係が成立する。

定理 �����

もし、#�$���� � �� � � であるならば、

� �������
���

� � ����� �� �
����

が成立する。ここで、��は� のうち、一次独立な列ベクトルからなる行列である。
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§����� ����の幾何的理解

さて、前節のフレームワークを使って、,-�推定量の幾何的理解を試みよう。
線形回帰モデル � � �
 � �の,-�.は、/
 � �� ���� ��で与えられる。いま、残差ベクト
ル /�を

/� � � �� /


と定義するとき、
� �/� � � �������	�

が得られる。なぜなら
/� � � �� /
 � �	 ���� ������ ���

であるから、

� �/� � � ��	 ���� ������ ���

� �� � �

が得られる。
言い換えると、

� �/� � � �� 0���/� �� 0���/� ��  ��
すなわち、0��� �� � �� � � � � �と /�は直交する。ここで、0��は説明変数行列 � の �番目の列ベク
トルを指し、この授業の記法では

� � �0��� 0��� � � � � 0��� �
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という関係になっている。
さて、/� �� /
とすると、

/� � ����� /� � �����

という性質が導かれる。
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/�

上図より、� /� �が最小となるのは� /
と /�が直交するときのみであることが分かる。ここか
ら、モーメント法推定量 �11.�が最小 �乗推定量 �,-�.�と等しくなることが分かる。
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さらに、ピタゴラスの定理より

� � �� � � � /
 �� � � /� ��
�������
���

� �� /
��� /
� �� �
���

� �� �� /
���� ��
�� �� �
���

直交射影

� � ��において
� � � �� � � ����� � � �����

と表されるとき、�を �の ����の上への直交射影という。この直交射影を変換行列（＝射影行
列）を使って考えるとわかりやすい。いまの例では、

� � ��

� � �	 � � ��

になる。

' $
$� (

� 部分空間に垂線をおろすイメージで捉えると理解しやすい。

� ��"������ ���������
 不変部分空間　＝　部分空間への射影が部分空間で一定。

　
,-�では、次の２つの射影行列

� � ��� ������ �

�� � 	 ���� ������ � � 	 � �
が重要である。なぜなら、

/� � �� � ����

/� � ��� � �����

この直交性は � が対称 ���$$
�����であることに由来している。テキスト �*�3後半を見よ。
また、�� � � は冪等（べき等：�#
$���
��）と呼ばれる行列であり、

���� � ��� �� � �� � �� � �� �� � � ��

�� � �� �� � � � �� � �� �� � � ��

という性質を持つ。
次に �、�� が ����であることを示そう。
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であるが、さらに��� � �より、

/� � ��� � ���
 ���� � ���

であることにも注意。
一般に、

	 � � ��� �　

� � �� ����

� /� � /�

と分解できるが、� �/� � �とすると、��� � � が得られる。これを ����	����
（アナイア
レイト）という。
ピタゴラスの定理より

� �� ���� � ��

��� ������� �������������� �非特異変換

いま�を  � の  ��� ���+ の行列とする。このとき、

���� � �����

� � ��

が成立し、��"������
 �
��#���の話がここから導き出せる。


