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3.5 重回帰モデルにおける検定問題

bの分布

(3.3.4)式より、β の OLS推定量は

b = (X ′X)−1X ′y
= β + (X ′X)−1X ′ε

であるので、その期待値（平均）と分散は

E(b) = β, Var(b) = σ2(X ′X)−1

となる。
bの分布は、攪乱項 εの仮定によって異なり、仮定 5 ε ∼ N(0, σ2In)

3

の場合には、
b ∼ N(β, σ2(X ′X)−1)

という厳密な分布が得られる。他方、仮定 2’ ε ∼ IID(0, σ2In)の場合に
は、bの厳密な分布は得られず、中心極限定理より

b
d−→N(β, σ2(X ′X)−1) as n→∞ (3.5.1)

という漸近分布しか求めることが出来ない。ちなみに、(3.5.1) 式の表現
は正確ではなく、

√
n(b− β)

d−→N
(
0, σ2Q−1

)
as n→∞ (3.5.2)

という表現の方が正しい。なお、

Q ≡ plim
n→∞

1

n
X ′X < +∞

4

である。

個々の係数に関する検定

個々の回帰係数 βj (j = 1, . . . , k)に関する検定統計量は

τj =
bj − βj√

σ̂2
(
(X ′X)−1

)
jj

(3.5.3)

であるが、攪乱項 εに関する仮定が仮定 5の場合には、

τj ∼ t(n− k)

という厳密分布が得られ、仮定 2’の場合には、

τj
d−→N(0, 1) as n→∞

という漸近分布が得られるので、これを用いて仮説検定を行う。

5

複数の係数の同時検定問題

以下では、説明の簡単化のために攪乱項に関して仮定 5をおくことにし
よう。
複数の係数を同時に検定するには、τj とは異なる検定統計量を用いる。

いま、同時に検定したい問題が次の式で表現できるものとしよう。
{

H0 : Rβ = r
H1 : Rβ �= r

ここで、Rはm× k 行列であり、m (m ≤ k)個の係数間制約があること
を表している。
仮定 5の下で、係数 β の最小２乗推定量 bの分布は

(b− β) ∼ N
(
0, σ2(X ′X)−1

)

6

であるから、次の 2次形式は

(b− β)′(X ′X)(b− β)

σ2
∼ χ2(k)

と、自由度 k のカイ 2 乗分布に従う。さらに、σ2 を不偏推定量 σ̂2 ≡
e′e/(n− k)で置き換え、分子を k で割ると、

(b− β)′(X ′X)(b− β)/k

σ̂2
∼ F (k, n− k)

という結果がえられる。この結果を使うと、Rbの分布は

R(b− β) = (Rb− r) ∼ N
(
0, σ2R(X ′X)−1R′

)

であるので、

f =
(Rb− r)′(R(X ′X)−1R′)−1(Rb− r)/m

σ̂2
∼ F (m,n− k) (3.5.4)
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が得られ、F 検定によって仮説を検定できることがわかる。(3.5.4) 式の
計算は大変なように見えるが、実は通常の最小２乗推定と、Rβ = r と
いう制約があるときの最小２乗推定という、２つの推定を行い、それぞれ
の推定式の残差２乗和を用いて、簡単に求めることができる。そこで以下
では、係数間に制約があるときの最小２乗推定量について考察することに
する。

制約付最小２乗法

制約条件があるときの最小２乗推定量を考えることにしよう。このとき
の最小化問題は、S = ε′εとおくと、

min
β

S subject to (Rβ − r) = 0

8

となるので、ラグランジェ乗数法を使って解くことができる。すなわち、
目的関数

S∗ = S + λ′(Rβ − r)

が最小となる β を求めることになる。最小化のための１階の条件より、

∂S∗

∂β
=

∂S

∂β
+R′λ = 0

であるが、 ∂S

∂β
= −2X ′(y −Xβ) であることから、

−2X ′y + 2(X ′X)β +R′λ = 0 (3.5.5)

(3.5.5)式の左から 1
2 (X

′X)−1 をかけると、求める制約付最小２乗推定量
b+ は、

b+ = b− 1

2
(X ′X)−1R′λ (3.5.6)

9

となる。ところで、(3.5.5)式の左からR(X ′X)−1 をかけて整理すると、

λ = 2[R(X ′X)−1R′]−1R(b− β) (3.5.7)

となるので、(3.5.7)式を (3.5.6)式に代入すると、

b+ = b− (X ′X)−1R[R′(X ′X)−1R]−1R′(b− β) (3.5.8)

となる。両辺から β を引くと、

b+ − β = (b− β)− (X ′X)−1R′[R(X ′X)−1R′]−1R(b− β)

= [I − (X ′X)−1R′[R(X ′X)−1R′]−1R](b− β)

となるから、E(b+) = β。よって不偏推定量である。また、この推定量の
分散は、

Var(b+) = σ2[I − (X ′X)−1R′[R(X ′X)−1R′]−1R](X ′X)−1

10

×[I −R′[R(X ′X)−1R′]−1R(X ′X)−1]

= σ2[(X ′X)−1 − (X ′X)−1R′[R(X ′X)−1R′]−1R(X ′X)−1]

であることがわかる。

検定統計量 f の導出

制約付き最小２乗法で推定した回帰式の残差 e+ は、(3.5.8)式から

e+ ≡ y −Xb+

= (y −Xb)−X(X ′X)−1R′[R(X ′X)−1R′]−1R(b− β)

= e−X(X ′X)−1R′[R(X ′X)−1R′]−1R(b− β)

で表すことができる。よって、その残差２乗和は、

　e+
′
e+ = e′e− e′X(X ′X)−1R′[R(X ′X)−1R′]−1R(b− β)

11

−(b− β)′R′[R(X ′X)−1R′]−1R(X ′X)−1X ′e
+(b− β)′R′[R(X ′X)−1R′]−1R(X ′X)−1X ′X(X ′X)−1R′

×[R(X ′X)−1R′]−1R(b− β)

= e′e+ (b− β)′R′[R(X ′X)−1R′]−1R(b− β)

となる（なぜなら、X ′e = 0)。(3.5.6)式を整理すると、

e+
′
e+ − e′e = (Rb− r)′[R(X ′X)−1R′]−1(Rb− r) (3.5.9)

が得られるので、(3.5.4)式に (3.5.9)式を代入すると、

f =
(e+

′
e+ − e′e)/m

e′e/(n− k)

のように、通常の最小２乗推定と、制約付き最小２乗推定の、２つの推定
式の残差２乗和を用いても検定統計量 f が求められることを確認できる。

12

f 統計量を用いた検定の例

(a) β2 = · · · = βk = 0の検定
統計分析ソフトウェアで出力される F 検定

(b) 構造変化の検定 (Chow test)
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