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§ 4.3 自己相関のある攪乱項

ここでは、攪乱項 εi について、

Var(εi) = σ2 ∀i

であるが、
Cov(εi, εj) = E(εiεj) �= 0 i �= j

であるケースを考えることにしよう。
上のような性質をもつ εi のモデルとして、時系列モデル (time series

models) と呼ばれる次のものがよく用いられる。

自己相関モデル (Autoregressive model): AR(p)

εt = φ1εt−1 + · · ·+ φpεt−p + ξt
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移動平均モデル (Moving Average model): MA(q)

εt = ξt + θ1ξt−1 + · · ·+ θqξt−q

ここで、ξt ∼ iid(0, η2)とする。
時系列モデルにおいては、定常性 (stationarity)と呼ばれる概念が重要

である。まず、定義を与えることから始めよう。

定義 4.3.1 共分散定常性（弱定常性）

いま、{εt}∞t=−∞が、以下の性質を持つとき、εtは共分散定常 (covariance

statinoary) または弱定常 (weakly stationary) であるという。

(1) E(εt) = 0 ∀t (平均一定) *1

*1 E(εt) = μであってもよいが、ここでは説明の簡単化のために μ = 0と仮定する。
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(2) Var(εt) = η2 < +∞ ∀t (分散均一)

(3) Cov(εt, εs) = E(εtεs) = γ (|t− s|)
(自己共分散は時間間隔 |t− s|の関数)

いま、AR(1)モデル
εt = φ1εt−1 + ξt (4.3.1)

を例に、共分散定常性の問題を考えることにしよう。
(4.3.1)式の関係を順次代入してゆくと、

εt = ξt + φ1(ξt−1 + φ1εt−2)

= ξt + φ1ξt−1 + φ2
1ξt−2 + · · ·

=

∞∑
j=0

φj
1ξt−j
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となるので、両辺の期待値をとると、

E(εt) =
∞∑
j=0

φj
1E(ξt−j) = 0 (4.3.2)

が得られ、定義 4.3.1の (1)の性質を満たすことが分かる。
次に、εt の分散について考えよう。(4.3.2)式および ξ ∼ iid(0, η2)とい

う仮定より、

Var(εt) =
∞∑
j=0

φ2j
1 E(ξ2t−j) = η2

∞∑
j=0

φ2j
1 (4.3.3)

が得られる。(4.3.3)式の右辺に注目すると、

∞∑
j=0

φ2j
1 =

{ 1
1−φ2

1
if |φ1| < 1

∞ if |φ1| = 1
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となるので、|φ1| < 1のとき、有界な分散

Var(εt) = η2
1

1− φ2
1

を持つことが分かる。
さらに、t > sのとき、

εt = ξt + φ1ξt−1 + · · ·+ φt−s−1
1 ξs+1 + φt−s

1 εs

となるので、

Cov(εt, εs) = E(εtεs)

= φt−s
1 Var(εs) = φt−s

1

1

1− φ2
1

η2

になる。同様にして、t < sのときには、

εs = ξs + φ1ξs−1 + · · ·+ φs−t−1
1 ξt+1 + φs−t

1 εt
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となるので、

Cov(εt, εs) = φs−t
1 Var(εt) = φs−t

1

1

1− φ2
1

η2

が得られる。これより、

Cov(εt, εs) = φ
|t−s|
1

1

1− φ2
1

η2 = γ (|t− s|)

が得られ、定義 4.3.1の (3)の性質を満たすことが分かる。
証明は省くが、|φ1| < 1 は εt が共分散定常過程であるために必要十分

条件になっている。
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