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§ 4.3 自己相関のある攪乱項 (続)

AR(p)モデル

εt = φ1εt−1 + · · ·+ φpεt−p + ξt

に一般化すると、AR(p)モデルが共分散定常であるための必要十分条件は

1− φ1L− · · · − φpL
p = 0 (4.3.4)

の根が |L| > 1であることである。
次に、MA(q)モデル

εt = ξt + θ1ξt−1 + · · ·+ θqξt−q

3

の性質を見ることにしよう。期待値をとると、

E(εt) = E(ξt) + θ1E(ξt−1) + · · ·+ θqE(ξt−q) = 0

となり、分散は
Var(εt) = (1 + θ21 + · · ·+ θ2q)η

2

であるので、時点 tに関わらず一定である。
自己共分散については、

Cov(εt, εt−1) = (θ1 + θ1θ2 + · · ·+ θq−1θq)η
2

Cov(εt, εt−2) = (θ2 + θ1θ3 + · · ·+ θq−2θq)η
2

...

Cov(εt, εt−q) = θqη
2

Cov(εt, εt−r) = 0 for r > q
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という関係が成立する。これより、q が有限の値をとるときには、MA(q)

モデルは常に共分散定常である。

攪乱項が AR(1)過程に従う場合の GLS

攪乱項 εt が AR(1)過程

εt = φ1εt−1 + ξt, ξt ∼ iid(0, η2)

に従う場合、攪乱項ベクトル εの分散共分散行列は

E(εε′) =
η2

1− φ2
1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 φ1 φ2
1 · · · φn−1

1

φ1 1 φ1 · · · φn−2
1

φ2
1 φ1 1

...
...

. . .
. . .

...
φn−1 · · · · · · φ1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= η2Ω
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になる。このとき、Ω−1 は

Ω−1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −φ1 0 · · · · · · · · · 0
−φ1 1 + φ2

1 −φ1 0 · · · · · · 0
0 −φ1 1 + φ2

1 −φ1 0 · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
...

0 · · · 0 −φ1 1 + φ2
1 −φ1 0

0 · · · · · · 0 −φ1 1 + φ2
1 −φ1

0 · · · · · · · · · 0 −φ1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

という形をしている。
Ω−1 を上三角行列 R を用いて Ω−1 = R′R と分解（Cholesky 分解）

6

すると、

R =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

√
1− φ2

1 0 · · · · · · 0
−φ1 1 0 · · · 0

0 −φ1 1 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...
0 · · · 0 −φ1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(4.3.5)

となる。
したがって、線形回帰モデル y = Xβ + εの左側からR をかけた

Ry = RXβ +Rε

を OLS推定すると、

b̃ = (X ′R′RX)−1X ′R′Ry

= (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1y = bGLS
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のように、GLS推定量に一致する。このR行列による変数の変換のこと
を Prais=Winsten変換と呼ぶ。
（例）　単回帰モデルの場合
単回帰モデル

{
yt = β1 + β2xt + εt
εt = φ1εt−1 + ξt, ξt ∼ iid(0, η2) t = 1, . . . , n

のとき、Prais=Winsten変換は

y∗1 =
√
1− φ2

1y1, x
∗
1 =

√
1− φ2

1x1, z
∗
1 =

√
1− φ2

1

y∗t = yt − φyt−1, x
∗
t = xt − φxt−1, z∗t = 1− φ1 for t = 2, · · · , n

という変数変換を行って

y∗t = β1z
∗
t + β2x

∗
t + ε∗t , t = 1, . . . , n

8

というモデルに変換していることに相当する。なお、ここで

ε∗t =

{ √
1− φ2

1ε1 t = 1
ξt(= εt − φ1εt−1) t = 2, . . . , n

であり、ε1 ∼ id
(
0, η2/(1− φ2

1)
)
と仮定していることに注意。

これを見てわかるように、最初の観測値だけ異なるのは面倒なので、
データから (y∗1 , x

∗
1)を落としたものが、Cochrane=Orcutt変換である。

実際には φ1 は未知であるので、まず OLS残差 et, (t = 1, . . . , n)をも
とめ、

φ̂1 =

∑n
t=2 etet−1∑n
t=2 e

2
t−1

として推定した φ̂1 を用いる。

9

系列相関の検定

系列相関の検定としては、連の検定 (runs test)など様々なものが提案
されているが、AR(1) 過程の場合、Durbin=Watson 検定がよく用いら
れる。
Durbin=Watson検定統計量は以下で与えられる。

d =

n∑
t=2

(et − et−1)
2

n∑
t=1

e2t

= 2− 2φ̂1 − e2t + e21
n∑

t=1

e2t

→ 2(1− φ1) as n→∞

残念ながら d の分布は X に依存するため、その極限分布（上限分布お

10

よび下限分布）が数表として与えられている。（定数項がない回帰モデル
の場合にはテキスト等で与えられているものとは別な数表を用いるので
注意）。
ただ、|φ1| < 1のとき、n→∞であれば、

√
n(φ̂1 − φ1)

d−→N(0, 1)

となるので、十分大きな nについては

d
d−→N

(
2,

4

n

)

が成立する (von Neyman ratio)。
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