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§ 5 操作変数法

§ 5.1 問題の所在

線形回帰モデル

yt = x′tβ + εt t = 1,…, n

における撹乱項 {εt}の仮定

E(εt |X) = 0

が満たされないケース、すなわち E(εt |X) �= 0のとき何が起きるかを考
えよう。

E(xtεt) �= 0 i.e Cov(εt, xjt) �= 0　∃j
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であるから、β の OLS推定量である bn は

plim
n→∞

bn = β + [plim
1

n
X ′X]−1︸ ︷︷ ︸

=const

plim
1

n
X ′ε︸ ︷︷ ︸

=nonzero

�= β

となるので、OLS推定量は一致性をもたず (inconsistent)、かつ偏りがあ
る (biased) 推定量である。
では、E(εt |X) = 0となるケースにはどのようなものがあるだろうか。

1) Errors in Variable

真のモデル (true model)が

y0t = β1 + β2x
0
t + ε0t ε0t～iid(0, σ2)
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であるが、y0t、x0
t が観測可能でない (unobservable)ケースを考えよう。

我々が観測可能なのは

yt = y0t + v2t ↖
xt = x0

t + v1t ↙ noise

のようにノイズが加わった (yt, xt)であるとする。このとき、yt を xt に
回帰した式は、

yt = β1 + β2xt + ε0t + v2t − β1v1t︸ ︷︷ ︸
=εt

となるので、

E(εt | xt) = E(ε0t + v2t − β1v1t | x0
t + v1t)

= −β1v1t �= 0

という結果が得られる。
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2) Simultaneous equations

価格 pt と数量 qt が、

需要関数qt = γdpt +Xd
tβd + εdt

供給関数qt = γspt +Xs
tβs + εst

の 2本の方程式で決定される (同時方程式)モデルを考えよう。行列表現
では (

1 −γd
1 −γs

)(
qt
pt

)
=

(
Xd

tβd

Xs
tβs

)
+

(
εdt
εst

)
(
qt
pt

)
=

1

γd − γs

(−γs γd
−1 1

)(
Xd

tβd + εdt
Xs

tβs + εst

)
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となるから、内生変数 pt に εdt、εst の両方が含まれていることは明らかで
ある。したがって、 {

E(εdt Pt) �= 0
E(εst Pt) �= 0

となる。このような、同時方程式体系で生じる OLS推定量の偏り (bias)

のことを同時方程式バイアスと呼んでいる
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§ 5.2 操作変数法推定量

基本ケース:操作変数の個数がパラメータ数と等しい場合

いま、E(εt | wt) = 0を満たす k × 1のベクトル wt が存在するものと
する。

E(εt | Ωt) = 0

wt ⊂ Ωt, Ωt : 情報集合 (information set)

このとき、E(wtεt) = 0が成り立つ。上式の期待値を標本モーメントでお
きかえてMME(モーメント法推定量)を求める。

1

n

n∑
t=1

wtεt =
1

n

n∑
t=1

wt(yt − x′tβ) = 0
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bMM =

(
n∑

t=1

wtx
′
t

)−1 n∑
t=1

wtyt

このとき必要な条件は、

1

n

n∑
t=1

wtx
′
t < +∞

すなわち特異行列にならないことである。W︸︷︷︸
n×k

=

⎛
⎜⎝

w′1
...

w′n

⎞
⎟⎠ とすると、操

作変数法推定量 bIV は

bIV = (W ′X)−1W ′y
= β + (W ′X)−1W ′ε
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で与えられ、その分散共分散は

Var(bIV ) = σ2(W ′X)−1W ′W (X ′W )−1

= σ2(X ′W (W ′W )−1W ′X)−1

= σ2(X ′PWX)−1

になる。

一般ケース

次に操作変数 wt が l × 1であるケースを考えよう。
k と lの関係をみると、

k < l over identification 　◎
k = l just identification 　◎
k > l under identification　×
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であるので、ここでは k < lの場合を考える。
このとき、操作変数W ：n× l、説明変数X ：n× k、に加えて J ：

l× kという行列を用い、WJ ：n× kを新たな操作変数として使用する。
この J は次の要件を満たす必要がある。

(1) rank(J)=k

(2) J は asymptotically deterministic

(3) J = argmin Var(bIV )

J ≈ (W ′W )−1W ′X と考えられるが、これは X̃j = Wβj + εj の OLS

推定量である bj と同等。このとき、

WJ = W (W ′W )−1W ′X = X̂
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になる。この場合の操作変数推定量 bGIV は

bGIV = ((WJ)′X)−1(WJ)′y
= (X ′PWX)−1X ′PWy

= β + (X ′PWX)−1X ′PW ε

で与えられ、その分散共分散は

Var(bGIV ) = σ2(XPWX)−1

になる。
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