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� 重回帰の行列表示

�� 回帰モデル
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ただし，� ) �� �� � � � � � とする。
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行列でまとめる。
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とする。

�� それぞれの行列の次元は以下のとおり。
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��
���

��� ) ���

�� �����00	�� 1��
+ � ) � * � � � ��� 	���

最小二乗推定量
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最小化のためには
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で，これを満たす � を最小二乗推定量と呼び，�� で
表す。

�� ) � ���� ��

�� 最小化のための �階の条件：
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は正値定符号行列

� ) � とすると，任意の � �) � について

��� ) �� �� � � となる。

�;� 正値定符号行列，負値定符号行列について

��� 正値定符号行列：

任意のベクトル � �) � について，���� � � が成

り立つとき，� は正値定符号行列 �2�0	#	4� �$:

�	#� 1�#�	9� という。

正値定符号行列の固有値はすべて正である。

��� 負値定符号行列：

任意のベクトル � �) � について，����  � が成

り立つとき，� は負値定符号行列 �2�0	#	4� �$:

�	#� 1�#�	9� という。

負値定符号行列の固有値はすべて負である。
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�� 最小二乗推定量 �� ) � ���� �� は � に関して線形
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証明：

適当な他の線形不偏推定量を � ) �� とする。
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なので，
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を得る。� ) �� を線形不偏推定量と仮定したので，8��� ) �，

すなわち，� ) � を得る。
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よって，<����<���� は正値定符号行列
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トレースについて：
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�� �+ スカラー ��� ��
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��  + 確率変数行列のとき，
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行列の階数 �"��#� について：
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&�4���� ��� ) � を示せばよい。

&�4���� ���

) 8

����� � ���

�
) 8
�

� �� ���� �

�
�


� ���� ��

���
) 8
�

� �� ���� �

�
���� ����

�
)


� �� ���� �

�
8������ ����

)


� �� ���� �

�
�	���� ����

) 	�


� �� ���� �

�
� ����

) 	�


� ���� �� ���� �� ����

�
) 	�


� ���� �� ����

�
) �

よって，�� と �� は独立となる。
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決定係数 �� について：
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� 分布 ���  �� ! �� と決定係数 �� について：

�� �つの回帰式を考える。

�� ) ��� * �� )� �� ) �� * ����
� * ��

�� � � ) ���� � ����� * ���

ただし，

�� ) ����� ���� � � � � ���� ) ����� �
�
� �� ��� ) ��

�� ) ����� � � � � �����

� )

�����
��

��
���

��

����	 )

�
��

��

�
�

とする。行列表示により，

�� ) ��� * �� )� � ) � * �

�� � � ) ���� � ����� * ��� )� �� ) ��� * ��

�� ��� ) ����
-証明.

正規方程式から，��
��� ��� ) � 

すなわち，

��
������ � ��� � ������ � � � � � ������� ) � ��
������ � ��� � ��� ���� ) � 

� ) ��� * ����� 
を得る。

�� ) ��� * ���
��� * ��� を使うと，

�� � � ) ���� � ������ * ���
を得る。

�� 回帰モデル：

�� � � ) ���� � ����� * ���

について，

%� + �� ) � の検定は，

行列表示で，

�� ) ��� * ��

を用いると，

������������� � ������������ � ��
� � �� � �� � � ��

を得る。

�� さらに，

����� ) ���������� * �������
�� ) ��� � �

�
""������ ) ��

から，

������������� � ������������ � ��

)

�
����� � �

� ""
��� � ��������� � ���������� � ��

� � �� � �� � � ��

と変形される。

�� 一方，回帰モデル：

� ) � * �

のもとでの決定係数 $� は，

$� ) �� �����
����� � �

� ""
���

�



�� したがって，� 分布は，さらに，

������������� � ������������ � ��

)

�
����� � �

� ""
��� � ��������� � ���������� � ��

)
$���� � ��

���$����� � ��
� � �� � �� � � ��

と変形される。

回帰モデル：� ) �*�の決定係数から%� + �� ) �

の検定 �定数項を除く説明変数が有意かどうかの同時

検定� が可能。

制約の検定 �� 検定�：

�� �/ � � 
��� 	��� � #��� �� � 
��� 	�� ����� �

&��0	�� #�0#	�� #�� �32�#��0	0 %� + $� ) & �

$ + �� � ���6�$� ) � � � �

$�� � 
�$�� 	�$� ����$�� �

�����/��� 

�$�� � &��
$� ����$�
���

�$�� � &�
	�

� ������

?�#� #��# $� ) & �

��� �� � 
��� 	�� ����� のとき，

8�$��� ) $8���� ) $�

��� �� � 
��� 	�� ����� のとき，

<�$���) 8


�$�� �$���$�� �$���

�
) 8


$��� � ����� � ���$�

�
) $8


��� � ����� � ���

�
$�

) $<����$�

) 	�$� ����$�

�� �� ��4� #�� /�

�,	��+

�$�� � &��
$� ����$�
���

�$�� � &�
�

�� � ������ � ���

� � �
� � ��� � � ��

�� いくつかの例：

��� � 検定：

� ) � & ) � $ ) ��� � � � � �� � � � � �� の場合 �$

の第 "番目の要素が �で，それ以外は ��：

すなわち，�� ) � の検定：

!� )
�� � ������ � ���

� � � とすると，

�$�� � &��
$� ����$�
���

�$�� � &�
�
!�

)
����
!����

� � ��� � � ��

ただし，

$�� ) ���
��� ) � ���� の " 行 " 列目の要素

とする。

したがって，�� ) � の検定は，���
!
	
���

� ��� � ��

によって行われる。

;� ��%�

 #��#


��� � ��

��
) � ��� � � ��

��� 構造変化の検定 �その ��：

�� )

�
���� * ��� � ) �� �� � � � � �
���� * ��� � ) �* �� �* �� � � � � �

�� � 
��� 	�� を仮定する。

行列表示：����������������

��

��
���

��

����

����

���

��

���������������	
)

����������������

�� �

�� �
���

���

�� �

� ����

� ����

���
���

� ��

���������������	

�
��

��

�
*

����������������

��

��
���

��

����

����

���

��

���������������	
さらに行列表示：�

'�

'�

�
)

�
� �

� �

��
��

��

�
* �

さらに行列表示：

' ) � * �

�



%� + �� ) �� の検定：

$ ) �� � �� & ) � として，� 検定に当ては

める。

この場合，� ) ���6�$� ) � � は �� � � ベク

トル。

分布は � ��� � � ���

�%� � 番目の係数と � 番目の係数を足すと � となる

という仮説：

$ ) ��� �� �� � � � � �� & ) �

この場合，� ) ���6�$� ) �

分布は � ��� � � ��

�� 季節性があるかないかの検定：

モデル： 四半期データの場合

� ) (* (��� * (��� * (��� *�� * �

「�� ) 第 " 四半期に �，その他は �」というダ

ミー変数

季節性の検定 )� (� ) (� ) (� ) � の検定

� ) �(� (�� (�� (�� �
�
��� の次元を �

$ )

��� � � � � � � � � �

� � � � � � � � �

� � � � � � � � �

��	 �

& )

��� �

�

�

��	
この場合，� ) ���6�$� ) � � は � � � ベク

トル。

分布は � ��� � � ��

��� コブ＝ダグラス型生産関数：

)� は生産量，�� は資本，*� は労働とする。生

産関数を推定する。


���)�� ) ��� * �� 
������ * �� 
���*�� * ���

において，一次同時の制約 �� *�� ) � を検定し

たい。すなわち，帰無仮説，対立仮説は以下のよ

うに表される。

帰無仮説 %� + �� * �� ) �，

対立仮説 %� + �� * �� �) �，

このとき，

$ ) � � � � � � & ) �

�/� 構造変化の検定 �その ��：

� 期以前と � * � 期以降とで経済構造が変化し

たと考えて推定を行う。しかも，定数項，傾き共

に変化したと想定した場合，回帰式は以下のよう

になる。

'� ) (* �� * +�� * Æ��� * ���

ただし，

�� )

�
�� � ) �� �� � � � � � のとき，
�� � ) �* �� �* �� � � � � � のとき，

とする。構造変化が �* � 期で起こったかどうか

を検定したい。すなわち，帰無仮説，対立仮説は

以下のように表される。

帰無仮説 %� + + ) Æ ) �，

対立仮説 %� + + �) �，または，Æ �) �，

このとき，

$ )

�
� � � �

� � � �

�
� & )

�
�

�

�
��� 多重回帰モデルの係数の同時検定：

� つの説明変数が含まれる場合を考える。

'� ) (* �� * +,� * ���

のモデルにおいて，� と ,� のどちらも，'� に

影響を与えていないという仮説を検定したい。こ

の場合，帰無仮説，対立仮説は以下のように表さ

れる。

帰無仮説 %� + � ) + ) �，

対立仮説 %� + � �) �，または，+ �) �，

このとき，

$ )

�
� � �

� � �

�
� & )

�
�

�

�

その他：

�� @�$�� �� �0 �� ) �� �� � ��� %��Æ%	��# �/ �#��1	:

���# $� 	0

$� ) �� �����
��-�

�

�



,����- ) �� �

�
""� � 	0 � ��� 	��#	#3 1�#�	9 �� "

	0 � � �� 4�%#�� %��0	0#	�� �/ � 	��� " ) ��� �� � � � � ����

?�#� #��#�����
�� � �
�� � �

���

�� � �

����	 ) -�

- 	0 	�12�#��#�

�� @5��	�)��#0�� ��#	� �.  	0 �$�� �0

�. )

��
������� � ���������

��� ���� )
����������� �

,���� �� ) ����� ���� � � � � ��� ���

� )

����������

� �� � � � � �

�� � �� � � � �

� �� � �� � � � �
���

� � �
���

� � �

� �� � ��

���������	

� 制約付き最小自乗法

�� 制約 $� ) & のもとで �� ������ ��� の最小化

問題，* をラグランジェ関数とする。

* ) �� ������ ���� �/��$� � &�

を最小にする � / の解を �� /� とする。

�*

��
) �� ��� ����� �$�/� ) �

�*

�/
) ���$�� � &� ) �

�*��� ) � から，

�� ) � ���� �� * � ����$�/�

) �� * � ����$�/�

さらに，

$�� ) $�� *$� ����$�/�

& ) $�� *$� ����$�/�

したがって，

/� )


$� ����$�

���
�& �$���

代入して，制約付き最小自乗法の推定値は，

�� ) �� * � ����$�


$� ����$�

���
�& �$���

となる。

��� 期待値は，

8����

) 8����

* � ����$�


$� ����$�

���

& �$8����

�
) �

* � ����$�


$� ����$�

���

& �$��

�
) �

となる。

��� 分散は，

��� � ��

) ��� � ��

* � ����$�


$� ����$�

���
�$� �$���

) ��� � ��

� � ����$�


$� ����$�

���
�$�� �$��

) ��� � ��

� � ����$�


$� ����$�

���
$��� � ��

) -� � � ����$�


$� ����$�

���
$.��� � ��

). ��� � ��

と変形されるので，

<����
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�
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�
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�

� �����
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$� ����$�

���
$
��

) 	�
�
� � � ����$�



$� ����$�

���
$
�

� �����
� �$� 
$� ����$�

���
$� ����

�
) 	�
�

� ����

�� ����$�


$� ����$�

���
$� ����

��
� �$� 
$� ����$�

���
$� ����

�
) 	�
�

� ����

�� ����$�


$� ����$�

���
$� ����

�� ����$�


$� ����$�

���
$� ����

*� ����$�


$� ����$�

���
$� ����$�


$� ����$�
���

$� ����
�

) 	�
�

� ����

�� ����$�


$� ����$�

���
$� ����

�
) 	�� ����

� 	�� ����$�


$� ����$�

���
$� ����

) <����� 	�� ����$�


$� ����$�

���
$� ����

となる。

�� 別解：

��� もう一度書くと，

�*

��
) �� ��� ����� �$�/� ) �

�*

�/
) ���$�� � &� ) �

から，

 ��� �$�/� )  ��

$�� ) &

行列表示して，�
 � $�

$ �

��
��

�/�
�

)

�
 ��

&

�
�
��

�/�
�

)

�
 � $�

$ �

����
 ��

&

�

��� 逆行列の公式�
� �

�� �

���

)

�
0 �

� � �

�
0 �  � は次に与えられる。

0 ) ������������

) ��� *������ ���������������

� ) �����������������

) ������� ����������

� ) �� ����������

) ��� *���������������������

�%� 0 � は，

0 ) � ����

� � ����$�


$� ����$�

�
$� ����

� ) � ����$�


$� ����$�

�
なので，

�� ) 0 �� * �&

よって，

�� ) �� * � ����$�


$� ����$�

���
�& �$���

となる。

�� 分散は，

<

�
��

�/�
�

) 	�
�
 � $�

$ �

���

したがって，

8���� ) 	�0

すなわち，

<����

) 	�
�

� ����

�� ����$�


$� ����$�

�
$� ����

�
��� $� ) & が正しいもとでは，

<�����<����

) 	�� ����$�


$� ����$�

�
$� ����

は正値定符号行列になる。

��



� � 分布 �制約付き最小自乗法と制約
なし最小自乗法との関係�

�� 前述の通り，

�$�� � &��
$� ����$�
���

�$�� � &�
�

�� � ������ � ���

� � �
� � ��� � � ��

分子は，以下のように書き換えられる。

�$�� � &��
$� ����$�
���

�$�� � &�
) ��� � ����� ����� � ���

なぜなら，

�� ) ��
* � ����$�



$� ����$�

���
�& �$���

を思い起こせ。

さらに，

�� ������� ����
)


� ���� � ���� ����

�
� ���� � ���� ���
) �� � ������ � ���

* ��� � ���� ���� � ���

� �� � ������� � ���

� ��� � ���� ��� � ���

) �� � ������ � ���

* ��� � ���� ���� � ���

� ��� ) � が用いられる。�

したがって，

��� � ���� ���� � ���

) �� ������� ����� �� � ������ � ���

を得る。

��，�� をそれぞれ制約付き残差，制約なし残差として，
以下のように定義する。

�� ) � � ��
�� ) � ���

もとの，検定統計量に代入して，

�$�� � &��
$� ����$�
���

�$�� � &�
�

�� � ������ � ���

� � �

)

��� � ���� ���� � ���

�

�� � ������ � ���

� � �

)

�� ������� ����� �� � ������ � ���

�

�� � ������ � ���

� � �
)

������ � ���������������� � ��

� 例： � 分布 �制約付き最小自乗法と
制約なし最小自乗法との関係�
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構造変化の検定 �����年以降と以前とでは経済構造は
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)� ����年で経済構造は変化したと言える。
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有意性の検定：
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�� � の�!"推定値 3 は以下の問題を解くことに等しい。
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3 ) � �C����� �C���

�� 一般的に，C が対称行列のとき，C は以下のように分

解される。

C ) ��E�

E は対角要素が固有値となる対角行列，� は固有ベク

トルから成る行列とする。

C が正値定符号行列のとき，E の対角要素はすべて正

となる。�正値定符号行列とは，任意のベクトル � に

ついて，��C� � � となる行列 C である�
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�� 回帰モデルが

� ) � * �� � � 
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のとき，最小自乗法を適用する。

�� ) � ���� ��

) � * � ���� ��

<���� ) 	�� ���� �C� ����

�!" と A!" との比較

��� 期待値について
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となり，�� も 3 も共に不偏推定値

��� 分散について
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となり，どちらが有効推定値か？
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C は � の分散共分散行列により正値定符号行列。

よって，C ) �� でなければ， �C�� も正値定符

号行列。3 が �� より有効。
�� �/ � � 
��� 	�C� #��� 3 � 
��� 	�� �C������ �

&��0	�� #�0#	�� #�� �32�#��0	0 %� + $� ) & �

$ + �� � ���6�$� ) � � � �

$�� � 
�$�� 	�$� �C�����$�� �

�����/��� 

�$�� � &��
$� �C�����$�
���

�$�� � &�
	�

� �����

��
�� �3��C���� �3�

	�
� ���� � ��

�� �� ��4�+

�$�� � &��
$� �C�����$�
���

�$�� � &�
�

�� �3��C���� �3�
� � �

� � ��� � � ��

3 を制約なし一般化最小自乗推定量，3� を制約付き一

般化最小自乗推定量とし，それに対応する残差をそれ

ぞれ 5，5� とする。
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このとき，� 検定統計量は以下のように書き換えら

れる。
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制約付き最小二乗推定量の一般化：
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��� 回帰モデルの最尤法： �変数の場合

回帰モデル：
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について，

�� �� に正規分布を仮定する。すなわち， �� � 
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とする。

�� �� の分布関数は
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立に分布していることに注意すると，次のように書き

直される。
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となる。*�(� �� 	����� ��� � � � � �� � を尤度関数と呼び，


��*�(� �� 	����� ��� � � � � �� � を対数尤度関数と呼ぶ。
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�� 変数変換について：

確率変数 � は 7���� の分布に従う。このとき， � )

:�;� となるような ; の分布関数 7��;� は
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となる。

例：� � <��� ��のとき，; ) � 
�����の分布を求める。
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� ) �92��;� となる。
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�� 最尤法とは，データ ��� ��� � � � � �� を与えたもとで，尤
度関数 *�(� �� 	����� ��� � � � � �� �，または，対数尤度関

数 
��*�(� �� 	����� ��� � � � � �� � を最大にするような �

( � 	�� を推定値とする考え方である。� ( � 	��

の最尤推定値を � ( � 	�� とすると，
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を解くことになる。よって，最尤推定値は

� )

��
������ � ����� � ����

������ � ���( ) � � ��
	� )

�

�

��
���

��� � (� �����
として与えられる。最小自乗法 �A!"� と最尤法 ��!�

との違いは 	� の推定値にある。
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��� ����� モデルの最尤法

����� モデル： � ) �� �� � � � � �  �=��  � を仮定する。

�� ) =����� * ��� �� � 
��� 	��

��� ��� � � � � �� の結合密度関数 7��� � ����� � � � � ��� を求め

る。
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となる。

条件付き分布 7��������� � � � � ���は，�� ) =�����*�� から，
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このように，7��������� � � � � ��� について，
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8��������� � � � � ���，

<��������� � � � � ���

を求めれば 7��������� � � � � ��� が得られる。

条件なしの分布 7���� は，
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したがって，

��� ��� � � � � �� の結合密度関数 7��� � ����� � � � � ��� は，

7��� � ����� � � � � ���

) 7����
��

���

7��������� � � � � ���

)
��

�9	����� =���
�92

�
� �

�	����� =���
���

�

�
��

���

�	
�9	�

�92

�
� �

�	�
��� � =�������

�
となる。

対数尤度関数は，
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となる。

ニュートン・ラプソン法，スコア法による最大化

��  1  � の範囲で，例えば ���� 刻みで，探査 ���	

0���%��法を行う・

��� 回帰モデルの最尤法： 一階の自己相関の
ケース

攪乱項が一階の自己相関に従う回帰モデルは，
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となる。

�� � ����� � � � � �� の結合分布 7��H �� の対数は，前節を参考
にすると，
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�� � ����� � � � � �� から �� � ����� � � � � �� へ変数変換を行い，
対数尤度関数は，

*�1� 	�	 � �H �� � ����� � � � � ���

) 
�� 7���� � ����� � � � � ��H 1� 	�	 � ��

) 
�� 7��� � ���� ���� � ������

� � � � �� � ���H 1� 	�	 �

��������
����

) ��

�

��


�9	�	 ���� 1��

�
� �

�	�	���� 1��
��� � �����

�� � �

�

����9	�	 �

� �

�	�	

��
���

�
��� � 1������ ��� � 1������

��
) ��

�

����9	�	 � *

�

�

����� 1��

� �

�	�	
�
�

�� 1��� �
�

�� 1������

�� � �

�

����9	�	 �

� �

�	�	

��
���

�
��� � 1������ ��� � 1������

��

��



) ��
�


����9	�	 � *
�

�

����� 1��

� �

�	�	
���� � ������

� �

�	�	

��
���

���� � ������

) ��
�


����9�� �
�


���	�	 � *
�

�

����� 1��

� �

�	�	

��
���

���� � ������

ただし，���  ��� は次のように表される。
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◎ � に関して，*�1� 	�	 � �H �� � ����� � � � � ��� の最大化：
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乗推定量に一致する。

◎ 	�	 に関して，*�1� 	�	 � �H �� � ����� � � � � ��� の最大化：

	� )
�

�

��
���

���� � ������

)
�

�
��� �������� ����

ただし，

�� )

�����
���

���
���

���

����	 )

�����
�

�� 1���
�� � 1��

���

�� � 1����

����	

�� )

�����
���

���
���

���

����	 )

�����
�

�� 1���
�� � 1��

���

�� � 1����

����	
とする。

◎ 1 に関して，*�1� 	�	 � �H �� � ����� � � � � ��� の最大化：
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と
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とは同値。
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を 1 について最大化する。

)� 探査法，ニュートン・ラプソン法，スコア法	�	 ) 	�	 �1� に注意

��� 回帰モデルの最尤法：不均一分散のケース

攪乱項が他の外生変数に依存する回帰モデルは，
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となる。
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対数尤度関数は，
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� 漸近理論

�� 定義 分布収束

確率変数の系列 �� �� � � � は分布関数 �� �� � � � を
それぞれ持つ。もし，
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となるとき，確率変数の系列 �� �� � � � は � に分布

収束 �%��4�����%� 	� 	0#�	�5#	��� するという。

�� 一致性について

��� 確率収束の定義

�;� + � ) �� �� � � �� を確率変数の系列であると
する。このとき，以下が成り立つならば，;� は

8 に確率収束 �%��4�����%� 	� 2�����	
	#3�する

という。


	1
���

=�����;� � 8�  2� ) ��

ただし，2 は任意の定数とする。

さらに，定数 8 を ;� の確率極限 �2�����	
	#3


	1	#�と呼ぶ。

2
	1 ;� ) 8�

として表される。

��� �8� をパラメータ 8 の推定値とする。このとき，�8� が 8 に確率収束すれば，�8� は 8 の一致推定

量 �%��0	0#��# �0#	1�#���であると言われる。

�� &���30��4 の不等式：

:��  � について，
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となる。ただし，� は正の定数とする。

証明：

:��  � のとき < ) �，:��  � のとき < ) � と

なる確率変数 < を導入する。常に，以下の式が成り

立つ。
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�� 例：

確率変数 � � ��� 	�� " ) �� �� � � � � �
標本平均  は � の一致推定量である。

証明：

&���30��4 の不等式を当てはめる。
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このとき，
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�%� 2
	1 �� ��� ) ��� ただし，� �) �
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する。

)� "
5#063I0 ������1

�� ���$��%&��'( )������ ����� *������

�� �� � � � �� は互いに独立に，�� � ��，7� の同一の
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一般化：

�� �� � � � �� は互いに独立に，�� � ��，7�� の分布
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�� 定義 �8� を 8 の一致推定量とする。
	
� ��8� � 8� は


���7� に分布収束すると仮定する。このとき，�8� は
漸近分布 
�8�7�� � を持つという。

��� 定義 次の �つの条件が満たされるとき，�8� は %��:

0	0#��# 5�	/��1
3 �0312#�#	%�

3 ���1�
 であると言

われる。

��� �8� は一致性がある
���

	
� ��8� � 8� は 
���7� に分布収束する

�%� 一様収束である

��� 定義 �8� と 8� は %��0	0#��# 5�	/��1
3 �0312:

#�#	%�

3 ���1�
 で，その漸近分散は 7��  C�� とす

る。このとき，C � 7 が非負値定符号行列 �2�0	#	4�

0�1	�$�	#�� であれば，�8� は，8� に比べて，漸近的
に有効 ��0312#�#	%�

3 �Æ%	��#� である。

��� 定義 もし，他のどの %��0	0#��# 5�	/��1
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#�� となるための十分条件は，その推定値の漸近分散

がクラメール・ラオの下限に一致することである。

��� ��� ��� � � � � �� は密度関数 7��H 8� からの確率変数

である。�8� を 8 の最尤推定量とする。このとき，

ある条件 ����5
��	#3 %��	#	��0� のもとで，�8� は
8 の一致推定量であり，

	
� ��8 � 8� の漸近分布は
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��� ���5
��	#3 &��	#	��0 について

��� �� の範囲は 8 に依存しない

��� 7��H 8� は， 8 について，少なくとも �階微分可

能であり，それらの微分は有界である。

��� このように，最尤推定量は，

�	� %��0	0#��#，

�		� �0312#�#	%�

3 ���1�
，

�			� �0312#�#	%�

3 �Æ%	��# 

である。

��� �+��#(,� *�������8 は 8 の一致推定量であるとする。このとき，:��8� は
:�8� の一致推定量となる。ただし，: は ,�

:�$��

%��#	�5�50 /5�%#	�� である。

��� 最尤法の不変性 �-�'�����.� �� ��/��+� ��#���&

���� ������������8� �8� � � � �8� を 8� 8� � � � 8� の最尤推定量であると
する。

(� ) (��8�� 8�� � � � � 8�� (� ) (��8�� 8�� � � � � 8�� � � � 
(� ) (��8�� 8�� � � � � 8��のような �対 �変換を考える。

このとき，(� (� � � � (� の最尤推定量は �(� )

(���8�� �8�� � � � � �8�� �(� ) (���8�� �8�� � � � � �8�� � � � �(� )

(���8�� �8�� � � � � �8�� である。

�� 最小自乗推定値の一致性と漸近的正

規性

�� � 組の標本を用いた最小自乗推定値を便宜上 ��� )

� ���� �� と書く。一致性とは，「 � が大きくなる

につれて， ��� は � に近づく」というものである。

�� データの定常性の仮定：

�

�
 � �� -��

を仮定する。

このとき，

�

�
 �� �� �

が成り立つ。

証明：

チェビシェフの不等式 �&���30��4I0 	��F5�
	#3� によ

ると，:���  � について，

=���


:���  �� � 8



:���
�

�

となる。ただし，� は正の定数とする。

ここで，� )� �

�
 �� 

かつ，:��� ) ��� として，チェビシェフの不等式を当

てはめる。
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 ����
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� �
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�� ��
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�
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�� ��
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�

� �
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#�


 ����

��
)

�

� �
#�
�
 �8�����

�
)
	�

� �
#�� ��

)
	�

� �
#�� ��

)
	�

�
#��

�

�
 ��

に注意すると，

=���
�

�
�

�
 ����

�

�
 ��  �

�
� 	�

��
#��

�

�
 ��

�� �� #��-���

が得られる。

最後の行では，仮定により，

�

�
 � �� -��

が成り立つことを利用している。

よって，

�
�

�
 ����

�

�
 �� �� �

が成り立ち，２次形式なので，これは，

�

�
 �� �� �

を意味することになる。

��



��
�

�
 � �� -��

ならば

�
�

�
 ���� �� -��

��

となる。)� "
5#063I0 ������1

�;� �+��#(,� *�������8 �� 8 のとき，:��8� �� :�8� となる。

�� 最小自乗推定値は

��� ) � * � ���� ��

) � * �
�

�
 �����

�

�
 ���

と表されるので，

��� �� � *-��
�� � �

�� �

�� 以上から，最小自乗推定値は �	� 漸近的に不偏性， �		�

漸近的に有効性， �			� 一致性 を持つ。

�� �0312#�#	% ?��1�
	#3 �/ A!"8

��� )������ ����� *������ ��������� ��

���0#�� ������

;� ;� � � � ;� は互いに独立に，平均 �，分散 7�

の分布をする。このとき，

�	
�

��
���

�;� � �� �� 
���7�

ただし，

7 ) 
	1
���

�
�

�

��
���

7�

�
とする。

;� の分布の形状は仮定されないことに注意。

��� ;� ) ���� とすると，7� ) 	������ となる。

�%� さらに，7 を以下のように定義する。

7 ) 
	1
���

�

�

��
���

	������

) 	� 
	1
���

�

�
 �

) 	�-��

�� &��#��
 !	1	# ������1 ���������� �� ���:

0#�� ������ を適用すると，

�	
�

��
���

����� )
�	
�
 ��

�� 
��� 	�-���

を得る。

	
� ��� � �� )

�
�

�
 �

���
�	
�
 ��

なので，
	
� ��� � �� �� 
��� 	�-��

�� �

を得る。)� 最小二乗推定量の漸近的正規性
�� の正規分布を仮定する必要なし

�� 操作変数法

���� 測定誤差

8����0 	� <��	��
�0

�� 真の回帰モデル

� ) � * �

�� 観測される外生変数

 )  * >

> + 測定誤差，観測誤差 ����05��1��# 8����0�

��  の中で観測誤差を含まない変数では，> の対応す

る列はすべてゼロとなる。

�� 観測される変数との関係

� ) � * ��� > ��

� の最小二乗推定量は

�� ) � ���� ��

) � * � ���� ���� > ��

�� 仮定：

��



���  の観測誤差と真の値  とは，極限では無相関
を仮定

2
	1

�
�

�
 �>

�
) �

よって，

2
	1

�
�

�
 �

�
) 2
	1

�
�

�
 � �* 2
	1

�
�

�
> �>

�
) 7 * C

��� 攪乱項 � と  の観測誤差とは無相関，攪乱項 �

と真の値  とは無相関と仮定
2
	1

�
�

�
> ��

�
) �

2
	1

�
�

�
 ��

�
) �

�� � の最小二乗推定量は

�� ) � * � ���� ���� > ��

) � * � �����  * > ����� > ��

なので，

2
	1 �� ) � � �7 * C���C�

�� 例： �変数の場合

�� ) (* ��� * ��

�� ) �� * 6�

以上のモデルでは，

7 ) 2
	1

�
�

�
 � �

) 2
	1

�
�

�

�

���
�

�

��� �

�

����
�

)

�
� �

� �� * 	�

�

ただし，� 	� は �� の平均，分散を表す。
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したがって，
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	���

�
� について，

2
	1���� ) � � 	���

	� * 	��

)
�

� * 	���	
�

���� 操作変数法

��0#�51��#�
 <��	��
� ��<�

�� 回帰モデル：� ) � * � � � 
��� 	��� において，

8� ��� �) � の場合，最小自乗推定量は一致性を持た

ない。

�� 最小自乗推定量は一致性を持たないことの証明

�� ) � * �
�

�
 ���� �

�
 ��

�� � *-��
��-�

�

�
 � ��-��

�

�
 �� ��-� �) �

��



��
�

�
, �� �� -� ) � となるような  とは別の変数

, を見つける。

両辺に , � を掛けて，

, �� ) , �� * , ��

さらに，両辺を � で割って，2
	1 をとる。

2
	1

�
�

�
, ��

�
) 2
	1

�
�

�
, �

�
�

* 2
	1

�
�

�
, ��

�
) 2
	1

�
�

�
, �

�
�

したがって，

� )

�
2
	1

�
�

�
, �

����

2
	1

�
�

�
, ��

�
となるので，

��� ) �, ����, ��

を � の推定量とする。

)� 操作変数法

�� 次を定義する。

�

�
, � ��-��

�

�
, �, ��-��

�

�
, �� �� �

�� ��� の分散

���

) �, ����, ��

) �, ����, ��� * ��

) � * �, ����, ��

	
� ���� � ��

)

�
�

�
, �

����
�	
�
, ��

�

&��#��
 !	1	# ������1 を適用する。

�	
�
, �� �� 
��� 	�-���

なので，

��� )

�
�

�
, �

����
�	
�
, ��

�
�� 
��� 	�-��

�� -��-
�
��
���

を得る。

)� 一致性と漸近的正規性

�� )������ ����� *������ ��������� �� ���0#��

������

;� ;� � � � ;� は互いに独立に，平均 �，分散 7� の

分布をする。このとき，

�	
�

��
���

�;� � �� �� 
���7�

ただし，

7 ) 
	1
���

�
�

�

��
���

7�

�

とする。

分布の形状は仮定されないことに注意。

�� ��� の分散は次のように推定される。

<���� � ) !��, ����, �,� �,���

ただし，

!� )
�� ���� ���� ���� �

� � �
とする。

���� �段階最小二乗法

�� 回帰モデル：

� ) � * � � � 
��� 	���

において，

8� ��� �) �

の場合，最小自乗推定量は一致性を持たない。

��



��
�

�
, �� �� -� ) � となるような  とは別の変数

, を見つける。

�� , ) � を操作変数に使う。ただし，� は  を他の外

生変数 �仮に，. � に回帰させたときの予測値とする。

すなわち，

 ) .� * >

から，� を推定し，

� ) . ��
を得る。ただし， �� ) �. �. ���. � である。

すなわち，

� ) . �. �. ���. �

を操作変数 , として用いる。

�� 操作変数法は

��� ) � � ���� � ��

)


 �. �. �. ���. �

���
 �. �. �. ���. ��

変形する。
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) � *
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 �. �. �. ���. ��

なので，
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�
�����
�

�� 明らかに，. と � との相関はゼロ

2
	1

�
�

�
. ��

�
) �

�� 注意

� � )  �. �. �. ���. �

)  �. �. �. ���. �. �. �. ���. �

) � � �
となるので，

��� ) � � ���� � ��

) � � � ���� � ��

�� 大標本検定

���� ��
� ��� �� テスト

8 + � � �

?�8� + �� � 4�%#�� /5�%#	�� � � �
8 + � � �

��� �5

 �32�#��0	0 %� + ?�8� ) �

8� + � � � ��0#�	%#� 1�9	151 
	6�
	��� �0#	1�#��8 + � � � 5���0#�	%#� 1�9	151 
	6�
	��� �0#	1�#�

��8� + � �� 	�/��1�#	�� 1�#�	9

��8� ) �8
��� 
��*�8�

�8�8�

�

��*�8� + 
��:
	6�
	��� /5�%#	��

$� )
�?�8�

�8�
+ ���

�� )
� 
��*�8�

�8
+ � � �

�� ��
 検定+ . ) ?��8��
$�� ����8����

$������
?��8�

��� ?�8� � ?��8� *
�?��8�
�8�

�8 � �8�
により，

?��8� � �?��8�
�8�

��8 � 8�
) $����8 � 8�

��� �8 は最尤推定値である。最尤法の性質により，
	
� ��8 � 8� �� 
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�
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�%� ?��8� の分布は，
?��8� �� 


�
�� $��
��8����

$����
�� �� 分布を導出する。

?��8��$��
��8����
$������

?��8�� �� �����

さらに，���8� �� ��8� により �すなわち，確率

収束，%��4�����%� 	� 2�����	
	#3�，

?��8��$��
���8����
$������

?��8�� �� �����

を得る。

�� !������� �5
#	2
	�� 検定+ *- ) � ��� ���8���
��
���

��� ?�8� ) � の制約付き最尤法

1�9
�


��*�8�� 05�J�%# #� ?�8� ) �

ラグランジェ関数
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��*�8� * /?�8�

��� 最大化のために，
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)
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��*�8�

�8
* /
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) ?�8� ) �
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�8
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8

�
� 
��*�8�

�8

�
) ��

<

�
� 
��*�8�

�8

�
) �8

�
�� 
��*�8�

�8�8�

�
) ��8�

である。

�� 　したがって，
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最尤法の推定値は一致性を持つので，8� �� 8

となり，

� ���


��8��
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��� �� �����

を得る。
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���� 尤度比検定の使用例
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系列相関の検定：

�������� 
 は

����� ) �� * ������ * ���

�� ) 1���� * 2�� 2� � 		 
��� 	�	 �

%� + 1 ) �

制約付き�!8 )� �������� 	

制約なし�!8 )� �������� 


尤度関数は，


��*��� 	�	 � 1�

) ��
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���	�	 � *
�

�

����� 1��

� �

�	�	

��
���

������� � �������� � ������� ��

となる。ただし，

������ )

��
�� 1������� � ) � のとき，

����� � 1�������� � ) �� �� � � � � �

������ )

��
�� 1�� � ) � のとき，

�� 1� � ) �� �� � � � � � のとき，

����� )

��
�� 1������ � ) � のとき，

���� � 1������� � ) �� �� � � � � � のとき，

とする。

� 1 ) � の制約付き �!8 ��������� 	�

1�9
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制約付き最尤推定量 )� � 	�	
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� 1 ) � の制約なし �!8 ��������� 
�

1�9
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��*��� 	�	 � 1�

制約なし最尤推定量 )� �� �	�	  �1
�� �! "�#$"�%��& !������� ' ��)�(�	�

尤度比検定統計量は，
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�
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) �����

となり，そのときの漸近分布は，

�� 
���/� � �����

となる。� は制約数とする。

この場合，� ) � なので，�� 
���/� � ����� となる。

�?"���� の上側 � B 点は ����� なので，

����� � �����

となり，1 ) � の仮説を棄却する。

したがって，誤差項に系列相関があると判定される。
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関数型の選択 �線型かどうか�：

���*��+� ��+�� �,-+��� で，

����� ) �� * ��
������ � �

��
* ��

を推定する。

�� ) � ならば，

����� ) ���� ��� * ������ * ��

となり，�������� 	 を推定するのと同じ。

%� + �� ) � とする。�� ) ��

� �� ) � の制約付き �!8 ��������� 	�
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尤度比検定統計量は，
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�
��������� ����������
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となり，�� 
���/� � ����� となる。�?"���� の上側 �

B 点は ����� なので，

������ � �����

となり，�� ) � の仮説を棄却する。

したがって，関数型は線型ではない。

�� �������� � 40� ���*��+� ��+�� �,-+���

関数型の選択 �対数線型かどうか�：

���*��+� ��+�� �,-+��� の
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について，�� ) � ならば，

����� ) �� * �� 
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となり，�������� � を推定するのと同じ。

%� + �� ) � とする。�� ) ��

� �� ) � の制約付き �!8 ��������� ��

�� �! "�#$"�%��& !������� ' ����(�	)

� �� ) � の制約なし �!8 ����*��+� ��+��

�,-+����

�� �! "�#$"�%��& !������� ' ��	�(��


尤度比検定統計量は，
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となり，�� 
���/� � ����� となる。�?"���� の上側 �

B 点は ����� なので，

������� � �����

となり，�� ) � の仮説を棄却する。

したがって，関数型は対数線型でもない。

�� �������� 	 40� �������� �

系列相関と関数型 �線型�の同時検定：

�������� � は

����� ) �� * ��
������ � �

��
* ���

�� ) 1���� * 2�� 2� � 		 
��� 	�	 �

%� + �� ) �� 1 ) �

制約付き�!8 )� �������� 	

制約なし�!8 )� �������� �

注�

.�/�+0 の ��～��行について，�� の値を ���� 刻み

で変えて，推定を行った結果，�� ) ����のときが，最

も尤度関数が大きくなった。

尤度比検定統計量は，

�� 
���/�

) ��
�
��������� ����������

�
) ������

となり，�� 
���/� � ����� となる。�?"���� の上側 �

B 点は ����� なので，

������ � �����

となり，�� ) � かつ 1 ) � の仮説を棄却する。

したがって，系列相関を考慮に入れても線型ではない。

�� 不均一分散

回帰式が

�� ) (* ��� * ��

の場合を考える。�� が外生変数，�� は内生変数，�� は互

いに独立な同一の分布を持つ攪乱項 �最小二乗法に必要な

仮定�とする。「独立な同一の分布」の意味は「攪乱項 �� 

�� � � � �� はそれぞれ独立に平均ゼロ，分散 	� の分布す

る」である。

分散が時点に依存する場合，代表的には，分散が他の変数

�例えば，;��に依存する場合，すなわち，�� の平均はゼロ，

分散は 	��;
�
� の場合は，最小二乗法の仮定に反する。その

ため，単純には，�� ) (*��� *�� に最小二乗法を適用で

きない。以下のような修正が必要となる。
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このとき，新たな攪乱項 ��� は平均ゼロ，分散 	�� の分布

となる �すなわち，「同一の」分布�。
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�� の仮定 8���� ) � が使われている。

<���� � ) <
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<���� ) 	��

�� の仮定 <���� ) 	��;
�
� が最後に使われている。

よって，
��
;�

 
�
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��
;�
を新たな変数として，最小二乗法を適

用することができる。

不均一分散の検定について

���� ) +;� * 2�

を推定し，+ の推定値 �+ の有意性の検定を行う �通常の �

検定�。

;� は回帰式に含まれる変数でもよい。例えば，�� の平均

はゼロ，分散は 	���
�
� の場合，各変数を �� で割って，
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を推定すればよい。� は定数項として推定されるが，意味

は限界係数 �すなわち，傾き�と同じなので注意すること。
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最尤法により推定
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	#3� モデル

�� ) ��� * ��� �� � 
��� 	�� ��

	�� ) (� * (��
�
���

ただし，(� � � (�  �

�� 自己相関

�� について： 最小自乗法の仮定の一つに，「攪乱項 �� 

�� � � � �� はそれぞれ独立に分布する」というものがあっ
た。ダービン・ワトソン比 �@�� とは，誤差項の系列相関，

すなわち，�� と ���� との間の相関の有無を検定するため

に考案された。

)� 時系列データのときのみ有効
�� �� � � � �� の系列について，それぞれの符号が，* *

* : : : : * * : : : * * のように，プラスが連続で続いた後

で，マイナスが連続で続くというような場合，�� �� � � � 
�� は正の系列相関があると言う。また，* : * : * : * : *

のように交互にプラス，マイナスになる場合，�� �� � � � 
�� 負の系列相関があると言う。

特徴： �� �� � � � �� から ���� の符号が予想できる。)�
「�� �� � � � �� はそれぞれ独立に分布する」という仮定に
反する。

すなわち，ダービン・ワトソン比とは，回帰式が

�� ) (* ��� * ���

�� ) 1���� * 2��

のときに，%� + 1 ) � %� + 1 �) � の検定である。ただ

し，2� 2� � � � 2� は互いに独立とする。
ダービン・ワトソン比の定義は次の通りである。

�. )
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�. は近似的に，次のように表される。
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以下の �つの近似が用いられる。���� * ������
��� ���� � ��

��
��� ����������

��� ���� )

��
��� ����������

��� ������ * ����
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�
��

��� ����������
��� ������

) �1�
すなわち，�1は ��� と ����� の回帰係数である。�� ) 1����*

2� において，�� ���� の代わりに ��� ����� に置き換えて，

1 の推定値 �1 を求める。
�� �. の値が � 前後のとき，系列相関なし ��1 ) � のと

き，�. � ��。

�� �. が � より十分に小さいとき，正の系列相関と判

定される。

�� �. が � より十分に大きいとき，負の系列相関と判

定される。

正確な判定には，データ数 � とパラメータ数 � に依存す

る。表 � と表 � を参照せよ。

表 � と表 � で，�� は定数項を除く説明変数の数を表すも

のとする。

図 �： 正の系列相関
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図 �： 負の系列相関
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系列相関のもとで回帰式の推定： 回帰式が

'� ) (* �� * ���

�� ) 1���� * 2��

のときの推定を考える。ただし，2� 2� � � � 2� は互いに独
立とする。

�� を消去すると，

�'� � 1'���� ) (��� 1� * ��� � 1���� * 2��

となり，

' �� ) �'� � 1'���� 

�
� ) �� � 1����

を新たな変数として，

' �� ) (� * ��
� * 2��

に最小二乗法を適用する。2� 2� � � � 2� は互いに独立とす
るなので，最小二乗法を適用が可能となる。ただし，(� )

(��� 1� の関係が成り立つことに注意。
より一般的に，回帰式が

'� ) ���� * ���� * � � �* ���� * ���

�� ) 1���� * 2��

のときの推定を考える。ただし，2� 2� � � � 2� は互いに独
立とする。

��



表 �+ ダービン・ワトソン統計量の � B 点の上限と下限
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�� ��� ��� ��� ��� �
� �
� �
�
 
 �
� �
� ��� ��� ��� ��� ��� ��� �

�� 正の系列相関あり
�� 系列相関の有無を判定不能
�� 系列相関なし
�� 系列相関の有無を判定不能
	� 負の系列相関あり

表 �+ ダービン・ワトソン統計量の � B 点の上限と下限
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�� を消去すると，

�'� � 1'���� ) ����� � 1������

* ����� � 1������

* � � �
* ����� � 1������ * 2��

となり，

' �� ) �'� � 1'���� 

�
�� ) ��� � 1������ 

�
�� ) ��� � 1������ 

� � � 
�

�� ) ��� � 1������

を新たな変数として，

' �� ) ��
�
�� * ��

�
�� * � � �* ���

�� * 2�

最小二乗法を適用する。2� 2� � � � 2� は互いに独立とする
なので，最小二乗法を適用が可能となる。

1 の求め方について

�� ダービン・ワトソン比がゼロに近い場合，1 ) � と近

似して，

' �� ) ��
�
�� * ��

�
�� * � � �* ���

�� * 2��

として推定する。ただし，' �� ) '� � '��� �
�� )

�� ������ � � � �
�� ) �� ������ とする。

�� �. は近似的に �. � ��� � �1� と表されるので，
�. から 1 の推定値 �1 を逆算して，
' �� ) �'� � �1'���� 

�
�� ) ��� � �1������ 

�
�� ) ��� � �1������ 

� � � 
�

�� ) ��� � �1������

を新たな変数として，

' �� ) ��
�
�� * ��

�
�� * � � �* ���

�� * 2��

に最小二乗法を適用する。

�� 収束計算によって求める。

�	� まず，

'� ) ���� * ���� * � � �* ���� * ���

に最小二乗法を適用し，��� ��� � � � ��� を求める。
�		� 次に，

��� ) 1����� * 2��

に最小二乗法を適用し，�1 を求める。
�			� データを変換する。すなわち，

' �� ) �'� � �1'���� 

�
�� ) ��� � �1������ 

�
�� ) ��� � �1������ 

� � � 
�

�� ) ��� � �1������

を新たな変数として，

' �� ) ��
�
�� * ��

�
�� * � � �* ���

�� * 2��

を計算して，��� ��� � � � ��� を求める。
�	4� さらに，

��� ) '� � ����� � ����� � � � � � ������

から ��� を再計算して，
��� ) 1����� * 2��

から，最小二乗法により �1 を求める。
�4� �			� と �	4� を収束するまで繰り返す。

)� コクラン・オーカット法
�	4� で得られた �1 の有意性から，%� + 1 ) � の検定

を行う方法もある。)� ��
 検定

�� 攪乱項に一階の自己相関があるモデル

�� ) ��� * ��� �� ) 1���� * 2��

2� � 		 
��� 	�	 �

�� �� の分散共分散行列

	�C ) 	�

��������

� 1 1� � � � 1���

1 � 1 � � � 1���

1� 1 �
� � �

���
���

���
� � �

� � � 1

1��� 1��� � � � 1 �

�������	
��



��������

� 1 1� � � � 1���

1 � 1 � � � 1���

1� 1 �
� � �

���
���

���
� � �

� � � 1

1��� 1��� � � � 1 �

�������	

��

)

���������

� �1 � � � � �

�1 � * 1� �1 ���

� �1 � � �
� � � �

���
� � �

� � � �1
� � � � � �1 �

��������	

)

��������

�
�� 1� � � � � � �

�1 � � � � � �

� �1 �
���

���
� � �

� � � �

� � � � � �1 �

�������	

�

�

��������

�
�� 1� � � � � � �

�1 � � � � � �

� �1 �
���

���
� � �

� � � �

� � � � � �1 �

�������	
	� )

		
�� 1�

�� � と 2 との関係��������

�
�� 1� � � � � � �

�1 � � � � � �

� �1 �
���

���
� � �

� � � �

� � � � � �1 �

�������	
�����
��

��
���

��

����	 )

�����
2�

2�
���

2�

����	

�� 系列相関があるかないかの検定

��� ダービン・ワトソン比 �遅れのある変数が説明変

数に含まれているとき，? 統計量�

��� %� + 1 ) � の検定 �!� !� ��

遅れのある変数： 習慣的効果を考慮に入れたモデル：

�� ) (* ��� * +���� * ���

ラグ付き内生変数が説明変数に用いられる。

�注�

�� �� の �� への効果は，短期効果，長期効果の � つあ

る。� は短期効果を表す係数である。長期効果とは，

�� ) ���� となるときの，�� から �� への影響を示す

効果である。

�� ) (* ��� * +�� * ���

として，�� について解くと，

�� )
(

�� + *
�

�� + *
�

�� + ���

となり，
�

�� + が �� の �� への長期効果を表す係数と

なる。

問題点：

�� 最小二乗法の仮定の一つに，説明変数は確率変数では

ないという仮定がある。ラグ付き内生変数を説明変数

に加えることによって，この仮定が満たされなくなる。

最小二乗推定量は最小分散線型不偏推定量ではなく

なる。

�� �� と �� とは，経済理論的に考えると，相関が高いは

ず。�� と ���� は相関が高い。当然，���� と �� も高

い相関を示す。

)� 多重共線性の可能性が高い。

�� �. 統計量は意味をなさない �詳細略�。実際には誤

差項に系列相関があるにもかかわらず，標本数 �デー

タ数� が増えるにつれて，�. は � に近づいてしま

う。すなわち，系列相関なしと判定されてしまう。

)� 代わりに，? 統計量を使う。
? 統計量は次のように求められる。

? ) �1� �

�� �!��� �
� は標本数 �データ数�，!�� は �+ の標準誤差，�1 は
�1 )

��
��� ����������
��� ������

で，��� はもとのモデルの最小二乗
法による残差である。

帰無仮説は，�� ) 1���� * 2� のモデルにおいて，%� +

1 ) � であり，対立仮説は %� + 1 �) � である。帰無

��



仮説 %� + 1 ) � のもとで，標本数 � が増加するに

つれて，? は標準正規分布に近づくことが知られてい

る。よって，

��� �?� � ;�
� のとき，有意水準 ��� B で %� を棄

却する。

��� �?�  ;�
� のとき，有意水準 ��� B で %� を採

択する。

ただし，;�
� は標準正規分布表から得られた ���� (
�

B 点の値である。

�� 特定化誤差

適切な変数がない場合 ��1	##	�� ��
�4��# 4��	��
�0� と不

適切な変数を含めた場合 �	�%
5	�� 	���
�4��# 4��	��
��

� ) ��� *��� * ��

�� + �� � �� �� + �� � �

からの推定値を ��� ��� !� とする。

� ) ��� * �

からの推定値を ���  	�� とする。

�� 適切な変数がない場合 ��1	##	�� ��
�4��# 4��	��
�0�

真のモデル

� ) ��� *��� * �

推定モデル

� ) ��� * �

��� �� の A!"8 は

��� ) � �
����� �

��

) � �
����� �

����� *��� * ��

) �� * � �
����� �

���� * � �
����� �

��

8���� � ) �� * � �
����� �

����

�) ��

�� 不適切な変数を含めた場合 �	�%
5	�� 	���
�4��# 4��	:

��
�� 真のモデル

� ) ��� * �

推定モデル

� ) ��� *��� * �

) �� ��

�
��

��

�
* �

) � * �

��� � ) ����� �
�
��� の A!"8 は

�� ) � ���� ��

) � ���� ����� * ��

) � ���� ��

�
��

�

�
* ��

)

�
��

�

�
* � ���� ��

��� ��� は以下の通り不偏
8���� )

�
��

�

�
�%� しかし，分散は

<���� ) 	�� ���

<

� ������
�

) 	�
�
 �

��  �
��

 �
��  �

��

���

�� 逆行列の公式�
� �

�� �

���

)

�
 '

' � ,

�
  '  , は次に与えられる。

 ) ������������

) ��� *������ ���������������

' ) �����������������

) ������� ����������

, ) �� ����������

) ��� *���������������������

��



真のモデル

�� ) � �� �) �

採用された �� ) � ���  	�� �Æ%	��# �� 5��	�0� ���  	�� �	�0�

モデル
�� �) � ��� ��� !� 5��	�0� �5# 	��Æ%	��# ��� ��� !� �Æ%	��# �� 5��	�0�

��� ��� の分散は，
<����� ) 	�� �

�� � �
��� �

����� �
�

�
����

�) 	�� �
�����

<������<����� は正値定符号行列

�/� ��� は不偏であるが，有効ではない。

�� 多重共線性

�� 回帰モデル � ) � * � � � 
��� 	��� について

説明変数間に線形関係が存在する場合，すなわち，説

明変数を

 )

�����
��� ��� � � � ���

��� ��� � � � ���
���

���
���

���

��� ��� � � � ���

����	
としたとき，

��

�����
���

���
���

���

����	* ��

�����
���

���
���

���

����	* � � �* ��

�����
���

���
���

���

����	 ) �

を満たす �� �� � � � �� が存在する場合，�� )

� ���� �� の � ���� が無限大になる �なぜなら，

 � の行列式の値がゼロになるためである�。

�� 実際上の問題としては，完全な共線性はないが，説明

変数間に高い相関がある場合がある。この場合，多重

共線性という問題が起こる。

�� �変数の場合の例

�� ) ����� * ����� * ��� �� � 		
��� 	��

��� と ��� との相関係数を & とする。

&� )
�
�

����� � �������� � �����
�

�
�

����� � ������ �
�

����� � ������

)
�
�

� �������
�

�
�

� �
�
��� �
�

� �
�
���

簡単化のため ��� ) ��� ) � とする。

<���� ) 	�� ����

) 	�
� �

� �
�
��

�
� �������

� ������
�

� �
�
��

���

� �
� �

�
��

�
� �������

� ������
�

� �
�
��

���

)
�

�
�

� �
�
��� �
�

� �
�
���� �

�
� ��������

�
� �

� �
�
�� ��� ������

��� ������
�

� �
�
��

�
)

�

�
�

� �
�
��� �
�

� �
�
��� ��� &��

�
� �

� �
�
�� ��� ������

��� ������
�

� �
�
��

�
したがって，それぞれの推定値の分散は

<����� )
	�

�
�

� �
�
��� ��� &��

<����� )
	�

�
�

� �
�
��� ��� &��

となる。

�� ��� と ��� との間の相関が高いとき，すなわち，&� ��
� のとき，<����� �� �，<����� �� � となる。こ

のとき，� 値はゼロに近づく。)� 必要の無い変数と
誤って，その変数を落とす可能性が大きくなる。

��



�� 多重共線性の対応策としては，�	�� 回帰，主成分回

帰が考えれれるが，基本的には対応策はないものと考

えてよい。)� 実証分析では最大の問題点

�� �	�� 回帰：

�� ) � ���� ��

) �)�E)��� ��

ただし，E は対角要素に固有値，非対角要素はゼロの

行列，)は対応する固有ベクトルから成る行列とする。

多重共線性の問題点：� ���� が存在しないこと，す

なわち， � の固有値のいくつかがゼロになること。

回避のためには，対角行列 M � � を用いて，

��� ) �)��E * M�)�
��
 ��

) � � *)�M)��� ��

) � � *$��� ��

とする。 � の部分を， � *$ として，無理矢理

に正値定符号行列にして推定する。

�	�� 推定量は不偏推定量ではない。

�	 時系列分析

���� 時系列分析の準備

�� 定常性 �0#�#	����	#3� +

時系列データを ��� ��� � � � � �� とする。

��� 弱定常性：

8���� ) �

8��� � ������� � �� ) +�@��

@ ) �� �� �� � � �

��� 強定常性：

���  ���  � � � ��� の & 個のデータの同時分布を

7����  ���  � � � ��� � とする。

7���� � ��� � � � � � ����

) 7������ � ����� � � � � � ����� �

�� エルゴード性：

十分遠い観測量が無相関となること。

�� 自己共分散関数：

8��� � ������� � �� ) +�@��

@ ) �� �� �� � � �

+�@� ) +��@�

�� 自己相関関数：

1�@� )
+�@�

+���

�� 標本平均，標本自己共分散，コレログラム �標本自己

相関関数� ：

�� )
�

�

��
���

��

�+�@� )
�

�

��
�����

��� � �������� � ���

�1�@� )
�+�@��+���

�� ラグ作要素 �!�� A2���#��� ：

*��� ) ���� � @ ) �� �� � � �

�� 尤度関数 �����4�#	�� D��1� ：

��� ��� � � � � �� の同時分布 �尤度関数� は次のように書

き換えられる。

*���� � ��� � � � � �� �

) *��� ������ � � � � ���*������ � � � � ���

) *��� ������ � � � � ���

� *����������� � � � � ���*������ � � � � ���

���

) *����

��
���

*��������� � � � � ���

��



従って，対数尤度関数は


��*���� ��� � � � � �� �

) 
��*���� *

��
���


��*��������� � � � � ���

となる。


��*��������� � � � � ��� は，
8��������� � � � � ���，

<��������� � � � � ���

を求めれば得られる。

���� �� モデル

�� モデル+ �5#������00	4� ���


�� ���A�

�� ) =����� * =����� * � � � * =����� * 2�

次のように書き直される。

=�*��� ) 2�

ただし，

=�*� ) �� =�*� =�*� � � � � � =�*�

とする。

�� 定常性：=��� ) � の A 個の解がすべて � より大きい

とき

�� 偏自己相関係数：

�� と ���� との偏自己相関係数 =��� とは，途中の ���� 

� � � ������ の影響を取り除いた後での �� と ���� の

関係の強さを表す指標である。

=��� ) 1����
� 1���

1��� �

��
=���

=���

�
)

�
1���

1���

�
��� � 1��� 1���

1��� � 1���

1��� 1��� �

��	
���=���=���

=���

��	 )

��� 1���

1���

1���

��	

���

�����
� 1��� � � � 1�� � �� 1�� � ��

1��� � 1�� � �� 1�� � ��
���

���
���

���

1�� � �� 1�� � �� � � � 1��� �

����	

�

��������

=���

=���
���

=�����

=���

�������	 )

�����
1���

1���
���

1���

����	

=��� の計算はクラメールの公式を用いればよい。

=��� )

����������
� 1��� � � � 1�� � �� 1���

1��� � 1�� � �� 1���
���

���
���

���

1�� � �� 1�� � �� � � � 1��� 1���

��������������������
� 1��� � � � 1�� � �� 1�� � ��

1��� � 1�� � �� 1�� � ��
���

���
���

���

1�� � �� 1�� � �� � � � 1��� �

����������
�� ����� モデル �� ) =����� * 2� を考える。

��� 定常性の条件は， =��� ) �� =�� ) � の解 � )

��=� が � より大きいとき，すなわち， =�  �

のときである。

��� ����� モデルを書き直すと，

�� ) =����� * 2�

) =������ * 2� * =�2���

) =������ * 2� * =�2��� * =��2���

���

) =������ * 2� * =�2��� * � � � * =���
� 2�����

となる。! が大きくなるにつれて， =�� がゼロに

近づくことが，定常性の条件となる。

�%� 定常ならば， �� ) =����� * 2� は

�� ) 2� * =�2��� * =��2��� * � � �
と書き直すことができる ���モデルの��表現�

。

��



�� ����� モデルの平均

� ) 8����

) 8�2� * =�2��� * =��2��� * � � ��
) 8�2�� * =�8�2���� * =��8�2���� * � � �
) �

��� ����� モデルの自己相関関数

�� ) =������

* 2� * =�2��� * � � � * =���
� 2�����

となることに注意すると，

+�@�

) 8��� � ������� � ��

) 8������� �

) 8
�

�=������ * 2� * =�2���

* � � � * =���
� 2����������

�
) =��8��������� � * 8�2����� �

* =�8�2������� � * � � �
* =���

� 8�2��������� �

) =��+���

が得られる。よって，自己相関関数は

1�@� )
+�@�

+���

) =��

となる。

また，����� モデルの両辺に ���� を掛けて，期

待値をとると，

8������� � ) =�8��������� � * 8�2����� �

+�@� )

�
=�+�@ � ��� �@ �) � のとき�

=�+�@ � �� * 	�� �@ ) � のとき�

となる。+�@� ) +��@� であるので， @ ) � の

とき，

+��� ) =�+��� * 	�

) =��+��� * 	�

となる。したがって，

+��� )
	�

�� =��

が得られる。

�/� ����� モデルの偏自己相関関数

=��� ) 1��� ) =�

=��� )

���� � 1���

1��� 1���

�������� � 1���

1��� �

���� )
1���� 1����

�� 1����
) �

��� ����� モデルの推定：

	� 尤度関数


��*��� � � � � � ���

) 
��*���� *

��
���


��*��������� � � � � ���

) ��

�

����9�

��

�
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�
	�

�� =��

�
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	����� =���
���

�� � �

�

����9�� � � �

�

���	��

� �
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�
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�
�

�� =��

�
� �

�	����� =���
���

� �

�	�

��
���

��� � =�������

なぜなら，

*���� )
��

�9	����� =���

� �92

�
� �

�	����� =���
���

�
*��������� � � � � ���

)
�	

�9	�
�92

�
� �

�	�
��� � =�������

�
である。
� 
��*��� � � � � � ���

�	�

) ��
�

�

	�
*

�

�	����� =���
���

��



*
�

�	�

��
���

��� � =������� ) �

� 
��*��� � � � � � ���

�=�

) � =�
�� =��

*
=�
	�
���

*
�

	�

��
���

��� � =���������� ) �

連立方程式を満たす =� 	� が最尤推定値で

あり，次のように表される。

	� )
�

�

�
��� =������ *

��
���

��� � =�������

�

=� )

��
��� ��������
��� �

�
���

*

�=���� � 	�=�
�� =��

�� ��
���

�����

		� 最小自乗法 �A!"�

��=�� )

��
���

��� � =�������

を最小にするような =� を推定値とする。�=�
)

��
��� ��������
��� �

�
���

) =� *

��
��� ����2���
��� �

�
���

) =�

*

��
����2��� * =�2��� * =��2��� * � � ��2���
����2��� * =�2��� * =��2��� * � � ���

� =�

*
8


�2��� * =�2��� * =��2��� * � � ��2�

�
8�2��� * =�2��� * =��2��� * � � ���

) =�

A!"8 は一致推定量となる。途中の計算に

は，以下を利用する。

���� ) 2��� * =�2��� * =��2��� * � � �
8


�2��� * =�2��� * =��2��� * � � ��2�

�
) �

�

�

��
���

����� ��

�

�

��
���

�2� * =�2��� * =��2��� * � � ���

) 8�2� * =�2��� * =��2��� * � � ���

)
	�	

�� =��
			� �=� の漸近分布について

����2� � ) �� �� � � � � �  は互いに独立に，平

均ゼロ，分散 	�	����=�� の分布を持つ。よっ
て，中心極限定理から，

���� �
��

��� ����2��
	�	���� =����

	
�

�� 
��� ��

変形して，

�	
�

��
���

����2� �� 
���
	�	

�� =��
�

次に，

�

�

��
���

����� �� 8������ )
	�	

�� =��
となるので，

	
� ��=� � =��

)
���
	
� �
��

��� ����2�

���� �
��

��� �
�
���

�� 
��� �� =���

を得る。

	4� いくつかの定理

�� 中心極限定理

確率変数 �� �� � � � �� はそれぞれ独立
に平均 �，分散 	� の分布に従う。� )

���� �
��

��� �� とする。このとき，
�� �
	�
	
�

�� 
��� ��

>� 確率変数 � � を考える。� はある分布

に分布収束し，� はある点に確率収束す

る。このとき，�� は分布収束する。

例えば，

� �� 
��� 	��� � �� �

のとき，

�� �� 
��� ��	��

となる。

��� ����� *�	/#+ �� ) �* =����� * 2�

平均

=�*��� ) �* 2�

��



ただし， =�*� ) �� =�* である。

�� ) =�*����* =�*���2�

よって，

8���� ) =�*����* =�*���8�2��

) =������

)
�

�� =�
�� ����� モデル �� ) =����� * =����� * 2� を考える。

��� 定常性の条件は， =��� ) ��=���=��� ) � の

� つの解 �の半径� の絶対値が共に � より大きい

ときである。

��� ��� =�*� =�*���� ) 2�

=��� ) � の解を ��(� ��(� としたとき，�����

モデルは

��� (�*���� (�*��� ) 2�

として書くことができる。

�� )
�

��� (�*���� (�*�
2�

)

�
(���(� � (��

�� (�* *
�(���(� � (��

�� (�*
�
2�

�%� ����� モデルの平均

� ) 8����

) 8�=�*�2��

) �

�� ����� モデルの自己相関関数

+�@�

) 8��� � ������� � ��

) 8������� �

) 8
�

�=����� * =����� * 2������

�
) =�8��������� � * =�8��������� �

* 8�2����� �

)

�����
=�+�@ � �� * =�+�@ � ��� �@ �) � のとき�

=�+�@ � �� * =�+�@ � �� * 	��

�@ ) � のとき�

初期条件は

+��� ) =�+��� * =�+��� * 	�

+��� ) =�+��� * =�+���

+��� ) =�+��� * =�+���

を解くことになり，

+��� )

�
�� =�
� * =�

��
	�

��� =��� � =��
となる。

��� @ ) �のとき，+��� ) =�+���*=�+���*	� から，

+��� )
	�

�� =�1���� =�1���

となる。

�/� 尤度関数


��*��� � � � � � ���

) 
��*���� ���

*
��

���


��*��������� � � � � ���

ただし，

*���� ���

)
�	
�9
�> ���
� �92

�
��

�
��� ���> ��

�
��

��

��
*��������� � � � � ���

)
�	

�9	�
�92

�
� �

�	�
��� � =����� � =�������

�
である。

> ) +���

�
� =����� =��

=����� =�� �

�
��� ����� *�	/#+ �� ) �* =����� * =����� * 2�

平均

=�*��� ) �* 2�

ただし， =�*� ) �� =�*� =�*� である。

�� ) =�*����* =�*���2�

よって，

8���� ) =�*����* =�*���8�2��

) =������

)
�

�� =� � =�

��



�� ���A�モデル �� ) =�����*=�����* � � � *=�����*2�

について，

��� ���A� モデルの分散

+��� )
	�

�� =�1���� � � � � =�1�A�
��� ���A� モデルの推定+

最小自乗法 

1	�
��� � � � � ��

����=������=������ � � � �=�������

最尤法 


��*��� � � � � � ���
) 
��*���� � � � � ��� ���

*

��
�����


��*��������� � � � � ���

ただし，

*���� � � � � ��� ���

)
�	
�9
�> ���
�

� �92

�������

�
��� �� � � � ���> ��

�����
��

��
���

��

����	
����	

*��������� � � � � ���

)
�	

�9	�
�92
�
� �

�	�
����=����� � =�����

� � � � � =����� ��
�

とする。

ユール・ウォーカー �0+��!1��#��� 方程式 

=����� * =����� * � � � * =����� * 2� ) �� の両
辺に ���� ���� � � � ���� をそれぞれ掛けて期待
値をとり，標本分散 �+��� で割る。����

� ����� � � � ����� �� ����� ������� � ����� �� ����� ��





����� �� ����� �� � � � ����� �

���	

�

������
	�
	�


	���
	�

�����	 �

����
����������
�����
���	

ただし，

�+�@� )
�

�

��
�����

��� � �������� � ���

�1�@� )
�+�@��+���

とする。

�%� ���A� *�	/#+ �� ) � * =����� * =����� *

� � � =����� * 2�

平均

=�*��� ) �* 2�

ただし， =�*� ) �� =�*� =�*� � � � � � =�*�

である。

�� ) =�*����* =�*���2�

よって，

8���� ) =�*����* =�*���8�2��

) =������

)
�

�� =� � =� � � � � � =�
�� ��� A� モデルの偏自己相関関数：　 � ) A *

�� A* �� � � � について， =��� ) � 。

����� ����� モデルで確認すること。

���� �� モデル

�� モデル ���4�	�� �4����� ���
�

�� ��� B�

�� ) 2� * 8�2��� * 8�2��� * � � � * 8�2���

次のように書き直される。

�� ) 8�*�2�

ただし，

8�*� ) � * 8�** 8�*
� * � � � * 8�*

�

とする。

��



�� 反転可能性：8��� ) � * 8��* 8��
� * � � � * 8��

� ) �

の B 個の解 �の半径� がすべて � より大きいとき

��� �� モデルに書き直すことができるという条件を

意味する。

�� ����� モデル �� ) 2� * 8�2���

��� ����� モデルの平均：

8���� ) 8�2� * 8�2����

) 8�2�� * 8�8�2����

) �

��� ����� モデルの自己相関関数：

+��� ) 8���� �

) 8�2� * 8�2�����

) 8�2�� * �8�2�2��� * 8��2
�
����

) 8�2�� � * �8�8�2�2���� * 8��8�2�����

) �� * 8���	�

+��� ) 8��������

) 8�2� * 8�2�����2��� * 8�2����

) 8�	
�

+��� ) 8��������

) 8�2� * 8�2�����2��� * 8�2����

) �

まとめて，

1�@� )

���
8�

� * 8��
� �@ ) � のとき�

�� �@ ) �� �� � � � のとき�

となる。

����� モデルの場合，

��

�
� 1��� � �

�

となる。

�%� 反転可能性の条件：

2� ) �8�2��� * ��

) ��8���2��� * �� * ��8������

) ��8���2��� * �� * ��8������ * ��8�������

���

) ��8���2��� * �� * ��8������ * ��8�������

* � � � * ��8�������������

��8���2��� �� � のとき，����� モデルは次

のように ��� �� で書き直される。

�� ) ���8������ � ��8������� � � � �
���8������������� � � � � * 2�

�� 尤度関数：

自己共分散関数は +��� ) �� * 8���	�，+��� )

8�	
�，その他の @ について， +�@� ) � となるの

で，��� ��� � � � � �� の同時分布は

7���� ��� � � � � �� �

)
�

��9��
�
�> ���
� �92

�
��

�
' �> ��'

�
ただし，

' )

�����
��

��
���

��

����	 �

> ) 	�

���������

� * 8�� 8� � � � � �

8� � * 8�� 8�
� � �

���

� 8�
� � �

� � � �
���

� � �
� � � � * 8�� 8�

� � � � � 8� � * 8��

��������	
となる。

�� ����� *�	/#+ �� ) �* 2� * 8�2���

平均

�� ) �* 8�*�2�

ただし， 8�*� ) � * 8�* である。よって，

8���� ) �* 8�*�8�2��

) �

�� ����� モデル �� ) 2� * 8�2��� * 8�2���

��



��� ����� モデルの自己共分散関数：

+�@� )

�����������
�� * 8�� * 8���	� �@ ) ��

�8� * 8�8��	� �@ ) ��

8�	
� �@ ) ��

� �その他�

��� 8��� ) � の �つの解を ����� ����� とする。

定常であるためには， �� �� 共に絶対値で � よ

り大きいことが必要である。このとき，�����

モデルは次のように表される。

�� ) 2� * 8�2��� * 8�2���

) �� * 8�** 8�*
��2�

) �� * ��*��� * ��*�2�

����� モデルの ��� �� 表現は

2� )
�

�� * ��*��� * ��*�
��

)

�
������ � ���

� * ��*
� ������ � ���

� * ��*

�
��

�%� 尤度関数：

� � ���������
� � ��

�
� ��

�
�� � ���� �� �

�� � ���� � � ��
�
� ��

�
�� � ����
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 ��

 
 



 
 
 � � ��
�
� ��

�
�� � ����

� �� �� � ���� � � ��
�
� ��

�

������	
�� ����� *�	/#+ �� ) �* 2� * 8�2��� * 8�2���

平均

�� ) �* 8�*�2�

ただし， 8�*� ) �*8�**8�*
� である。よって，

8���� ) �* 8�*�8�2��

) �

�� ��� B�モデル �� ) 2�*8�2���*8�2���* � � � *8�2���

��� ��� B� モデルの平均：

8����

) 8�2� * 8�2��� * 8�2��� * � � � * 8�2����

) �

��� ��� B� モデルの自己共分散：

+�@� )

�����
	��8�8� * 8�8��� * � � � * 8���8���

@ ) �� �� � � � � B�
�� @ ) B * �� B * �� � � � �

すなわち，

+�@� )

�����	
�

����
���

8�8���� @ ) �� �� � � � � B

�� @ ) B * �� B * �� � � �
ただし， 8� ) � とする。

�%� ��� B� モデルは定常。

�� ��� B� *�	/#+ �� ) �* 2� * 8�2��� * 8�2��� *

� � � * 8�2���

平均

�� ) �* 8�*�2�

ただし， 8�*� ) � * 8�** 8�*
� * � � � * 8�*

�

である。よって，

8���� ) �* 8�*�8�2��

) �

を得る。

���� ���� モデル

���� モデル+ �5#������00	4� ��4	�� �4����� ���


�� ����� A� B�

�� ) =����� * =����� * � � � * =�����

* 2� * 8�2��� * 8�2��� * � � � * 8�2���

次のように書き直される。

=�*��� ) 8�*�2�

�� 尤度関数：

' の分散共分散行列 > を求める。

�� ������ �� モデル+ �� ) =����� * 2� * 8�2���

自己相関係数を求める。

��



�� の期待値は，両辺に期待値をとって，

8���� ) =�8������ * 8�2�� * 8�8�2����

となり，右辺第 � � 項はゼロとなる。よって，

8���� ) �

を得る。

自己共分散を求める。両辺に ���� を掛けて，期待値

をとる。

8������� � ) =�8��������� �

* 8�2����� � * 8�8�2������� �

各項は

8������� � ) +�@�

8��������� � ) +�@ � ��

8�2����� � )

�
	�� @ ) �

�� @ ) �� �� � � �

8�2������� � )

�����
�=� * 8��	�� @ ) �

	�� @ ) �

�� @ ) �� �� � � �
となる。よって，

+��� ) =�+��� * �� * =�8� * 8���	�

+��� ) =�+��� * 8�	
�

+�@� ) =�+�@ � ��� @ ) �� �� � � �

となる。上の � つの式から，+��� +��� を計算すると，�
� �=�
�=� �

��
+���

+���

�
) 	�
�

� * =�8� * 8��

8�

�
�
+���

+���

�
) 	�
�

� �=�
�=� �

����
� * =�8� * 8��

8�

�

)
	�

�� =��

�
� =�

=� �

��
� * =�8� * 8��

8�

�

)
	�

�� =��

�
� * �=�8� * 8��

�� * =�8���=� * 8��

�

したがって，自己相関係数の初期条件は

1��� )
�� * =�8���=� * 8��

� * �=�8� * 8��

であり，また，

1�@� ) =�1�@ � ��

が得られる。

���� ����� モデル

����� モデル+ �5#������00	4� ��#����#� ��4	�� �4��:

��� ���


�� ������ A� �� B�

=�*�M��� ) 8�*�2�

ただし，

M��� ) M������ *���

) M����� �M�������

) ��� *����� � ) �� �� � � �

M��� ) ��

�� ����� A� B� *�	/#+ �� ) � * =����� * =����� *

� � � =����� * 2� * 8�2��� * 8�2��� * � � � * 8�2���

平均

=�*��� ) �* 8�*�2�

ただし， =�*� ) � � =�* � =�*� � � � � � =�*�，

8�*� ) � * 8�** 8�*
� * � � � * 8�*

� である。

�� ) =�*����* =�*���8�*�2�

よって，

8���� ) =�*����* =�*���8�*�8�2��

) =������

)
�

�� =� � =� � � � � � =�

��



����  ����� モデル

"����� モデル+ "��0���
 ����� ���


�� "������ A� �� B�

=�*�M�M��� ) 8�*�2�

ただし，

M��� ) ��� *����

) �� � ����

四半期データのとき ! ) �，月次データのとき ! ) ��

となる。

���� 最適予測

�� ��� A� モデル：�� ) =����� * � � � * =����� * 2�

��� 次を定義する。

8��������� ) ������

���� ) =������� * � � � * =������� * 2��� の両

辺に期待値をとって，

������ ) =��������� * � � � * =���������

ただし， ! � � のとき， ���� ) �� となる。

��� 最適予測量は上の定差方程式となる。

�� ��� B� モデル：�� ) 2� * 8�2��� * � � � * 8�2���

��� 推定された攪乱項を �2�  �2��� � � � �2� とする。
��� �� ) 2� * 8�2��� * � � � * 8�2��� により，���� )

2��� * 8�2����� * � � � * 8�2����� となる。

�%� したがって，

������ ) 2����� * 8�2�������

* � � � * 8�2�������

ただし，! � � のとき， 2��� ) � となる。また，

! � � のとき， 2��� ) �2� である。
�� ����� A� B� モデル：�� ) =����� * � � � * =����� *

2� * 8�2��� * � � � * 8�2���

��� ���� ) =������� * � � � * =������� * 2��� *

8�2����� * � � � * 8�2�����

��� 最適予測量は

������ ) =��������� * � � � * =���������

* 2����� * 8�2������� * � � � * 8�2�������

となる。ただし， ! � � のとき， ���� ) ��，

2��� ) �2� であり，! � � のとき， 2��� ) �となる。

���� 識別 �同定� ���!	"#�!	��� ・推定問題

�� �� ! を与えて，��& �または，">�&� 基準で A� B を求

める方法：

��� ��& ��6�	6�I0 ��/��1�#	�� &�	#��	���

��& ) 
�� !� *
��A* B�

�

��� ">�& �"�,��NI0 >�3�0	�� ��/��1�#	�� &�	#�:

�	���

">�& ) 
�� !� *
�A* B� 
���

�

�� 標本自己相関関数 �1�@� @ ) �� �� � � � のグラフから
A� �� B� ! を決める方法：

��� �� モデル ��� 
� モデル
自己相関 減衰 ���� � 
�
関数 � � 
 � �� 
 � �� � � �

偏自己相関 	��� �� � 
� 減衰
関数 � � �� �� �� �� � � �

��� 季節性を除くために， M��� を計算する。M���

の自己相関関数を計算する。自己相関関数が !期

ごとに周期を持てば，さらに， ���*�� をとる。

��� 階差の次数を決める。その都度，自己相関関数を

計算する。自己相関関数が， @ が大きくなるに

つれて，減衰すれば次のステップへ。

�%� �� 項の次数を決める。その都度，自己相関関数

を計算する。ある @ 以降，自己相関関数がゼロ

に近くなっていれば，次のステップへ。

�� �� 項の次数を決める。その都度，自己相関関数

を計算する。自己相関関数がゼロの回りでランダ

ムに散らばっていればプロセスを終了する。

��



����� モデルの推定例
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���$ 周波数領域

周波数領域+ D��F5��%3 @�1�	�

�� スぺクとラム �パワー・スぺクとラム� の定義：

7�/� ) ��9���
��

����

+�@� %�0/@

) ��9���
��

����

+�@� �92��"/@�

�� �� がホワイト・ノイズであれば， 7�/� ) ��9���	� 。

�� スぺクとラムと自己相関関数との関係

+�@� )

� �

��

7�/� %�0/@/

従って，スぺクとラムは自己相関関数のすべての情報

を持っている。

��
�
C�
�  � とする。

�� )
��

��� 

C�����

7��/� を �� のスぺクとラムとする。 . �/� を次のよ

うに定義する。

. �/� )
��

��� 

C�5
��!�

このとき， �� のスぺクとラムは以下のようになる。

7��/� ) �. �/���7��/�

�. �/��� は伝達関数 �#���0/�� /5�%#	��� と呼ばれ，

�. �/��� ). �/�. �/�

)

��
��� 

C�5
��!�

��
��� 

C�5
�!�

. �/� は . �/� の共役複素数とする。

�� ��� B� モデルの場合：

�� ) 2� * 8�2��� * � � � * 8�2���

) �� * 8�** � � � * 8�*
��2�

) 8�*�2�

7��/� ) 8�5��!�8�5�!�7	�/�

) 8�5��!�8�5�!�
	�

�9

�� ��� A� モデルの場合+

=�*��� ) 2�

�� ) =�*���2�

7��/� )
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=�5��!�=�5�!�
7	�/�

)
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=�5��!�=�5�!�
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�� ����� A� B� モデルの場合+

=�*��� ) 8�*�2�

�� ) =�*���8�*�2�

7��/� )
8�5��!�8�5�!�

=�5��!�=�5�!�
7	�/�

)
8�5��!�8�5�!�

=�5��!�=�5�!�
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����% ��&' モデル

�5#������00	4� &��	#	���
 '�#���06��0#	%	#3

�� ��&' � A� モデル

2��2���� 2���� � � � � 2� � 
��� ?��

ただし，

?� ) (� * (�2
�
��� * � � � * (�2

�
���

とする。

2� の条件なしの分散 �(�%��	#	���
 <��	��%�� +

	� )
(�

�� (� � (� � � � � � (�

��



�� ���&' � A� B�

2��2���� 2���� � � � � 2� � 
��� ?��

ただし，

?� ) (� * (�2
�
��� * � � � * (�2

�
���

* ��?��� * � � � * ��?���

とする。

�� 回帰モデルへの応用 ���&' ��� のケース� ：

�� ) ��� * 2��

2��2���� 2���� � � � � 2� � 
��� (� * (�2
�
����

2�� � � � � 2� の同時分布は

7�2�� � � � � 2� �

) 7�2��
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7�2��2���� � � � � 2��

) ��9���
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� �92
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(� * (�2����
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となる。したがって，対数尤度関数は
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(� * (������ � �������
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��� � �����

(� * (������ � �������

によって表される。対数尤度関数を最大にするような

(� (� � を求める。

(� � �� (� � � でなければならないので，明示的に

この条件を含めて推定することも可能。この場合，モ

デルは，8�2�� �2���� 2���� � � � � 2�� ) (�� *(��2
�
��� と修正

される。

��&' ��� 効果の検定：

��� �� ) ��� * �� を最小自乗法 �A!"� で �� と残差��� ) �� � �� �� を求める。
��� ���� ) (� *(������� を推定する。(� が有意であれ

ば ��&' ��� 効果は存在する。これは，!� 検

定に相当する。

� 単位根，共和分

���� 単位根 �(�	! ���!�

参考文献：　 O�@� '�1	
#�� ������ ���� ������ �������� 

=�	�%�#�� (�	4��0	#3 =��00

�� なぜ単位根問題が重要か？

��� 経済変数は時間と共に増加傾向にある。最小自乗

法の前提の一つとして，データが定常であるとい

う仮定がある。これは，
�

�
 � がある行列に収

束することを意味する。この仮定が成り立たなけ

れば，これまでの議論が漸近的にも成り立たなく

なる。

��� 非定常時系列の中で例外なのが，単位根の場合で

ある。単位根のとき，自己相関係数の最小自乗法

の推定値は一致性を持つ。����� モデルの自己

相関係数の最小自乗法の推定値は
	
� のスピー

ドで真の値に近づいていくが �
	
� :%��0	0#��#�，

単位根の場合は � のスピードで真の値に近づく

�� :%��0	0#��#�。

�%� 経済変数は時間と共に増加傾向にあが，経済変数

がトレンド定常 ��� ) �� * ��� * 2�� か階差定

常 ��� ) 3� * ���� * 2�� かを調べることは重要

である。� 期先の予測の場合，次のような違いが

ある。

�トレンド定常� ������ ) �� * ����* ��

�階差定常� ������ ) 3�� * ��
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となる。+��� )
	�

�� =��
であることに注意せよ。

�� =� ) � の場合，予想として，

	
� ��=� � �� �� �

となる。すなわち， =� ) � に確率収束するような分

布 ������#�#� 	0#�	�5#	��� になるのか？

�� 　 =� ) � の場合+

�� ) ���� * 2� �� ) � は次のように書き直される。

�� ) 2� * 2��� * 2��� * � � � * 2�

よって，
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が得られる。
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と書き換えられる。�� ) � を考慮にいれると，

��
���

����2� )
�

�
��� �

�

�

��
���

2��

が得られる。	�� で両辺を割って，

�

	��

��
���

����2�

)
�

�

�
��

	
	
�

��
� �

�	�
�

�

��
���

2��

となる。�� � 
��� 	��� から，�
��

	
	
�

��
� �����

また，

�

�

��
���

2�� �� 	�

��



よって，

�

	��

��
���

����2�

)
�

�

�
��

	
	
�

��
� �

�	�
�

�

��
���

2��

�� �

�
� � ��

となる。ただし， � �����。
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����� を考える。
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よって，

�

� �
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���

����� �� ある分布

��
	
� ��=� � �� ではなく，� ��=� � �� がある極限分布を

持つ。

�� ランダム・ウォークに関する基礎知識：

��� モデル： �� ) ���� * 2� �� ) � 2� � 
��� �� と

する。このとき，

�� ) 2� * 2��� * � � � * 2�

�� � 
��� ��

�� と �� �! � �� との差は

�� � �� ) 2� * 2��� * � � � * 2��� * 2���

となり，その分布は

�� � �� � 
��� !� ��
となる。

��� 次のように書き換えられる。

�� ) ���� * 5��� * 5��� * � � � * 5"��

ただし，上のランダム・ウォーク過程との関連で

は，2� ) 5���*5���* � � � *5"��である。すなわち，

�期から �*�期の間を 
 期に分割する。
 ��

の連続時間のときを "#���� >��,�	�� ��#	��

と呼び，そのときの � 期の値を . ��� とする。す

なわち，� 期から �*M 期への変化は 
���M�の

分布となる。M � � のときの値を. ��� とする。

定義 

"#���� >��,�	�� 1�#	�� . ��� は連続時間の
確率過程であり，. ��� � � -�� �. は次の条件を

満たす。

	� . ��� ) �

		� � � &�  &�  � � �  &� � � となる任意

の時点について，. �&���. �&�� . �&���
. �&�� � � � . �&���. �&���� はそれぞれ独

立に . �!��. ��� � 
��� !� �� の正規分布
をする。

			� . �&� は & で �確率 � で� 連続である。

例えば，
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これは，分散 	� の >��,�	�� 1�#	��

,��� ) �. ����� � �� �����

�%� � �&� を定義する。ただし，& � -�� �. とする。

� �&� )

���������������������������

�� � � &  �

�
��
�
�

�

�
� &  �

�
�� * ��
�

�
�

�
� &  �

�
���

�� * �� * � � � * ��
�

� & ) �

� �&� 
 �

�

�� ��
���

��

	
�� �&� �� 
��� &	��

ただし，-�&. は � � & を越えない最大の整数と
する。
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次の事実を利用すると，

������
���
�

��
���

��

���
�

��
���

� ��

�����	 ��

��






��
�

�

�
� 	�

�� �
�

�

�

�

�

�

�	�

���
�
��

���

���� の分散は
	�

�
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�� 正確な分布の導出

��� 「真のモデル： �� ) ���� * 2�」， 「推定するモ

デル： �� ) =����� * 2�」 の場合：

=� の推定値を �=� とする。
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�. ����� � ����� であることに注意せよ。�=� は
052��:%��0	0#��# であるという。通常の � 検定の
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と表される。� 統計量 �� を次のように変形する。
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となり，通常の �� 統計量は � 分布に従わない。

��� 「真のモデル： �� ) ���� * 2�」，「推定するモデ

ル： �� ) (� * =����� * 2�」 の場合：
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注� 確率変数 � 定数 � にいついて，� ) D����

とは ��� がある分布に収束することを意味する。

行列の各要素を D���� にするためには，
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� ��=� � �� は漸近的に次の分布に収束する。
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通常の � 統計量との関連
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�%� 「真のモデル： �� ) (� * ���� * 2�」，「推定する

モデル： �� ) (� * =����� * 2�」 の場合：

モデルを次のように書き直す。
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を得る。

�� その他のケース：

	� 「真のモデル： �� ) ���� * 2�」，「推定する

モデル： �� ) (� * (�� * =����� * 2�」 の

場合：

		� 「真のモデル： �� ) (� * ���� * 2�」，「推定

するモデル： �� ) (� * (��* =����� * 2�」

の場合：

			� 「真のモデル：�� ) (�*(��*����*2�」，「推

定するモデル： �� ) (� *(��*=����� * 2�」

の場合：

���� 共和分 �&�	�!����!	���

�� �� �スカラー� について，M�� ) ������� がホワイト・

ノイズのとき，M�� � ���� と書く。

�� )�����%������ の定義：

:��のベクトル �� のそれぞれの系列 �要素� が個々に

���� であり �言い換えると，各系列が単位根を持つ�，

各系列の線形結合 �すなわち，: � � の ���N��� ベク

トル � について，����� が ���� であるとき �すなわち，

定常�，�� は %�	�#����#	�� が生じているという。

�� 例：

�� ) ������ �����
� が次の <�%#�� �5#������00	4� =��:

%�00 に従っているとする。
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���� ) ������ * 2���

このとき，

M���� ) =����� * ���� � ������� ������ 過程�

M���� ) ����

となり，���� ���� は共に ���� である。一方，���� �
=����� は ���� である。

よって，�� ) ������ �����
� は %�	�#����#	�� の関係が

あるという。そのときの %�	�#����#	�� 4�%#�� は � )

��� �=��である。&�	�#����#	�� 4�%#��は一意でない。

よって，通常，� の一番目の要素は � と置かれる。

�� �� �� 定常である必要はない。回帰モデル �� ) ���*��

について，�� � ���� となるような � が存在しなけれ

ば，A!" は信頼性はない �025�	�50 �����00	�� 見せ

かけの回帰�。

�� �� � ����，�� は :��ベクトル，�� ) ������ �
�
����

� ����

は � � � ベクトル，� ) : � � とする。次の回帰モデ

ルを考える。
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となる。
次に，帰無仮説 %� + $+ ) & の検定を考える。ただ
し，$ は �� � の行列，& は �� � のベクトルとす
る。� 検定の統計量 ��� とする� は
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となる。

���� � +���� が定常となるような + が存在しないとき，

A!" 推定値 �+ は有意にゼロとは異なり，標本が十分
大きいとき，� 検定は帰無仮説を棄却する。

�� )�����%�����% 2�.��� の推定：

;� ) ���� と置く。;� はスカラー，� �� は : � � ベク

トルとする。

;� � ���� のとき �定常�，
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でないとき�，
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. �&� は 0#���� >��,�	�� 1�#	��，/� は ���*�;�

の分散とする。

もし，� が %�	�#����#	�� 4�%#�� でなければ，

���
�
;� は発散する。

定理 

���� はスカラー，���� は � � � ベクトル，: ) � * �，
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� は : � � ベクトル。次のモデルを考える。
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である。. �&�は : 次元の 0#���� >��,�	�� 1�#	��

である。

�� &�	�#����#	�� 4�%#�� の A!" 推定値は，たとえ攪

乱項 �� に系列相関が存在しても，一致性を持つ。

�� A!"推定値は一致性を持つので，���
����� �� 	�

となる。

�� ���
�

����� � ���� は無限大に大きくなるので，決

定係数 $� は � に近づく。
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仮定より，8����2�� ) �。
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したがって，
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となり，最小自乗法 �A!"� に一致する。

�� 一般化積率法 �������
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8 �?�8HC��� ) �

8 は推定されるべき未知パラメータ �6�� ベクトル�，

C� は観測値ベクトルで C� ) ���� ���，?�8HC��は &��

ベクトル �&  �� とする。

:�8H.� � を次のように定義する。
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ただし，.� ) �C� � C���� � � � � C�� とする。�
:�8H.� �
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���
�
:�8H.� �

�
を最小にする 8 の推定値 �8� を ��� 推定量とする。

ただし，� は次のように定義される。
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実際には，� はその推定値によって置き換えられ ���
が用いられる。
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ただし，
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�8�

� は &� � 行列。��� を � の推定値とすると，�8� の
分散の推定値は
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となる。

漸近的正規性の証明 

仮定 �：　 �8� �� 8

仮定 �：　
	
�:�8H.� � �� 
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このとき，
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が成り立つことにも注意せよ。
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