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(μ ,■ ,ψ )を構造母数(StruCtural parameter)と 呼

ぶ このモデルは集団としての構造よりも特定
の個体により関心がある場合に適当なモデルで

ある また,ラ ンダム・モデルにおける共通因
子の不確定性の困難を避けるためのモデルと考

えることもできる

χ=[Xl,…
=Ⅳ
コ̀,F=[■ ,一 ,ん ]`,」 =レ 1, ,“ N¬

t

とおくとき

X=lNμ `+Fノ1=+υ

と表わすことができる らについての条件は
F'lN=0,(1/N)Fι F=み となる 

“
ブ,ノ =1,… ,

Nに正規性を仮定 したとき,尤度関数はいく
らでも大きい値をとることができることが知ら

れている したがって,最尤推定量は存在せ
ず,その代り推定を 2段階に分けて行う次の推

定法がある ます(μ ,■ ,ψ )を推定 し,その後で
Fを推定する方法である μの自然な推定量は

'で
ある また,Σ =E(S)=(″ /N)スス=+り で
あるから,ラ ンダム 。モデルの場合と同様な方

法によって, Sか ら(■ ,ψ )を推定することがで

きる 一方,(μ ,ス ,2rr)を 既知とすると,Fの推
定量としては

回帰推定量 :島 =(X-lⅣμ=)Σ・ ■

バー トレット推定量 :

Fε =(X-lⅣμ=)ψ
l五
(A・ψ・ ス)■

の 2種類が提案されている (μ ,■ ,ψ )が未知の

場合は,データから,推定量(″ ,■ ,ψ )を 求め ,
これらを島 ,ら に代入することによって推定

量FR,島 を定義することができる

12.5正 準相関分析

2つの確率ベク トルエ=(■1, ,,Dtお よび
y=(yl, ,夕 9)=と の間の相関関係を最も簡潔に

表現するための方法がホテリング(H HOtdhng

[1936])に よって導入された 一般性を失うこ
となく,p≦ cと し

V([」
])=Σ
=[】
:l fi:]

とする 工,yの 1次結合
ξ=α `■, η=β `y, V(ξ )=V(η)=1

のうちで,次の性質 i),� ),i� )を みたす正準
変量(CanOnial variate)と 呼ばれるいくつかの

変量

ξ,=α :ェ, ブ=1,  ,ク

η′=β;y, ′=1,… ,9

を定める

1)ρ (ξ l,η l)=llnaxα  β ρ(ξ ,η ),

�)力≦クのとき,条件 ρ(ξ ,ξι)=ρ (η ,ηj)=0,
:=1,… ,カー1の もとで ρ(ξ ,つが(ξλ,ηわで α,β
に関して最大になる,

iii)そ >′ σつとき, ρ(ηた,η j)=0,′ =1,… ,カー1

さて, ρ(ξ j,η j)=ρ′, ′=1,… ,夕 ,と おけば ,

ρl≧ …≧ρρ≧0は固有方程式

I 
Σ12Σ″Σa― ρ

2Σ
lll=0

の解である また,係数ベクトルαt,β′はそれ
ぞれ固有値問題
Σ12Σ″Σ21α j=ρ :Σ llα

`,α
:Σ llαブ=δ″  (1)

Σ21Σ rFΣ 12β ,=ρ ;ガ 22β
',β
:Σ 22βプ=δ″   (2)

の解である ρ,を第 ′正準相関係数(CanOniCal
correladon coe“dent),ま たは,単に第 ′正準
相関,ξ t,η tを そオ1ぞ れ 工,ク の第 ブ正準変量 ,

αt,β′を■,yの第 ′正準ベクトルという 正準
相関係数は一意的に定まる 正準ベク トル
α:,β′はρ,が単根であれば符号を除いて一意的

であるが,ρすが重根の場合は一意的でない

夕=1の ときの正準相関係数 ρlは ,・ 1と クとの

間の重相関係数(→ 1122)で ある Dρ =Dねg

(ρ l,… ,ρρ),五 =[α l,… ,αρ],お よび B=[β l,… ,

βg]と おくとき,正準変量ベクトル
ξ=(ξ l,¨ ,ξρメ=■=X,η =(η l, ,η 9)ι =P′

の分散共分散行列は

V([;])=[》 t月
], P=[Dρ

,θ ]

となる 正準変量の′個の対(ξ l,η l),… ,(ξρ,ηp)
同士は無相関であり,ρ l,… ,ρρは正準化 したκ

とyと の相関関係を表わしている rank(Σ 12)

=力 ならば ρた+1=… =ρρ=0で あるから,最初
の力個の正準変量のみが意味をもち,一般に

自ρイムρ
`=自
ρイtr(Σ rrΣ 12Σ″Σ21)

を最初の力個の正準変量の累積寄与率という

正準相関係数,正準ベクトルは尺度変換|に よ
って不変である 工,yを それぞれ尺度変換した
変量をχ
*,y*と し,x*と y*の間の第 ′正準相

関係数,正準ベクトルをそれぞれρま,αす,βすと
する このとき
ρ
`=ρ
ま,  α:χ
`=α
すらX許 , β:y:=βず'yま

が成り立つ したがって,変量χ,yを基準化
した変量に対して正準相関分析を適用しても本

質的に同じ結果が得られる 正準相関分析は行
列ψ=Σ rr′

2Σ
12Σノ
2の
特異値分解|と 関係し

ている ψの特異値分解を
ψ=Q]POt, Ci01=ら , 0'02=I.
とするとき
ス=Σ [l′
201, 3=Σ″′202

が成り立つ

標本が与えられたときの標本正準相関係数は
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Σの代りに標本分散共分散行列十Sを用いて定

義される 大きさⅣ=″ +1の標本にもとづく
標本分散共分散行列 Sを

S=Rt]ヽ ψ×い
"×
9

とする 固有方程式
I S12Sプ S21-″

2Slll=0

の j番目に大きい解の非負の平方根″,を ,第 ′

標本正準相関係数(sample canontal corrdatlon

coemcient)と いう 標本正準ベク トル(sample
canO� cJ vedor)′ t,β′は

S12SttIS21′ j=″ :SIl′ ,, ′:Sll∂ブ=δ′ブ

島lSttS12β′=″多S22βブ,β :S22β′=δ″
の解である

(■
.,yι
)=に 正規性を仮定する パ,… ,弓 の同

時確率密度関数はゾーナル多項式十を含む無限

級数で表わ され る(A G Constantine[1963])

N→∞のときの漸近分布は母正準相関係数の

重複度に依存する ρl>…
'>ρ

た
'>ρ

λ l=… =ρρ
=0の とき
yj=Vπ (r:― ρ:)/[2ρ ,(1-ρ :)], 1≦ プ≦カ
y:=″″:, 力+1≦ノ≦ク
の漸近分布は次のようになる yl, ,yた ,(夕λ+1,

…,yp)は漸近的に独立であって,y,(′ =1,… ,わ

はN(0,1)に従う また,(yた +l, ,yp)の 漸近分
布の確率密度関数は

π(ρ―λ)2′ 2[2(ρ
~い (9-い′2Γρ_ん ((9-々 )/2)

×「ρん((タ カ)/2)]txp{与 ,1ly,}
×ノ里1″プ

(9ρ つ″
ん+[1く,(yt夕′)

である これらの漸近分布の精密化である漸近
展開 も求め られている(N Suglura[1976],Y
Fujikoshi[1977]),と ′とのゼロでない母正

準相関係数の個数を正準変量の次元数(dimen‐

JonJ■ y)と いう 次元数を決定する方法に ,
帰無仮説
″ん:ρん+1=… =ρρ=0
を対立仮説
Kた :〃λでない

に対 して検定する仮説検定を逐次に行う方法が

ある 〃。, ,〃λ lが棄却され,〃たが採択され
たとき,次元数は力であるとする 仮説島 |ま
,と yと の独立性に関する仮説で,尤度比基準
ス0は

ス:′N=′。=IS/(I Slll l S22 )

=(1-7i)(1-′
=)である 検定は

TO=― (″ ―(1/2)(′ +9+1)}10g/0

が仮説 ffOの もとで71J近的に自由度′クのカイ

1岡

2乗分布に従うことを用いて行える 仮説ffた
に対する尤度比基準 スたは

スを
N=И
た=(1-rえ +1)… (1-″3)

である 仮説〃たのもとで
Tλ =― (″―(1/2)(夕 +9+1))log Иた

はleFl近的に自由度 (′ ―力)(9-々 )の カイ 2乗分
布に従う カイ2乗分布へのよりよい近似とし
て

テん=―
 {″
―カー

= (′

+9+1)+Σ″「2}log/λ

が提案されている(D N Lawley[1959])変 量
が追加されたときの有意性検定を行うことがで

きる このため,χ2=(■ 1,… ,工た)`に 対 して,
Xυ =(″た+1, ,″ p).が追カロされたとする 工2と
yとの間の正準相関係数をρl≧…≧ρ薄とすれば

ρ:≧ρ許, ′=1,… ,′
が成 り立つ ここに,ρ簿.1=… =ρお=O κυの
有意性検定 とは仮説 ρ

`=ρ
ま,J=1,… ,′ の検定

である この仮説はXπを与えたときの工υとy
との独立性の仮説に等 しい (■3,y=)=の工2へ

の線形回帰を考えたときの標本残差分散共分散

イ1′」を

[:諄|:|:::||]

とするとき,尤度比基準スは

ス″Ⅳ=″ =&|||&I:|(Sυa“ 跳 2)

と表わされる ―(″ ―カー(′―力+9+1)/2)log/
は仮説のもとで漸近的に自由度(′―ん),の カイ

2乗分布に従う
ξとηの間の相関係数
αらSχyβ/(α =Sχχα・β=Syyβ )・

2

をαおよびβについて最大化することにより,

連続変量の場合と同様に正準相関係数が定義で

きる しかしながら,この場合には島χおよび
島ンが正則ではないために固有方程式をそのま

まの形で解くことができない これは単に技術
的な問題であり,次のようにして避けることが
できる 1つの方法は ,ρ およびy9を データか
ら落とし,観演1値行列Xか ら第′列および第
′+9列を除いた行列 Xに もとづいて正準相関
分析を適用することである このとき,第 力正
準相関係数をρた,第 力正準ベクトルをそれぞ
れ αた=(α n,… Fた ,ρ l)`,βλ=(βた1, ,βλ,マ 1)'

とおくとき,″ρおよび y.に 与えられる重みは

それぞれ

αたρ=― (αた1+… +αλ,pl)
βA,q=― (βた1+ +βλ,91)
とおけばよい ここであらためてαた=(αた1,… ,

αたp)ら ,βた=(βた1,… ,βた9)。 とようくと,αえlρ =0,β :1マ
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分類変量のことも多い このようなとき特に多
変量分散分析モデル(mu■ iVa� ate analySs of

va�ance modeli MANOVAモ デル)と 口乎ばれ
る そのときXは計画行列(destn ma"ix)と 呼
ばれることが多い X`Xは一般に正則でない
が,母数行列Ξに制約条件がおかれるので,独
立な母数行列に関する多変量回帰モデルに書き

直すと,こ の新 しいモデルでの XtXを正則に
できる

多変量線形モデルにおける行列
y,y,Ξ の各

′列をそれぞれ縦につなげてベクトル化(Vl1 2

52)
y=vec(y), ″=Vec(y), ξ=Vec(ご )
すれば,モデルは
y=(ら●X)ξ +″

となり
E(“)=0, V(“ )=Σ _/1rv

である ここに,●は行列のクロネッカー積を
表わす したがって,多変量線形モデルは, 1
変量の場合の一般化線形モデル十で,説明変量
行列と分散共分散行列がある種の構造をもつ場

合とみなすこともできる Ξの最小 2乗推定量
([aSt Squares estimatOr),すなわち

(y― (らに,X)ξ )=(y― (ら●χ)ξ )

=tr(y―χΞメ(y― XE)
を最小にする推定量 ξ,す なわちΞはrank(x)

=ん のもとで

´=(xlx)lxty
で与えられる Ξの線形関数 θΞ,α=Ξ b(θ :

9× んは定数行列,α :′ Xl,う :々 ×1は定数ベクト

ル)の最良線形不偏推定量|は ,それぞれ,CΞ ,

αせうで与えられる この結果は多変量ガウ
ス =マ ルコフ定理(mu■ iVa� ate Gauss Markov

theorem)と 呼ばれる

Sa=(y― XΞ).(y_xΞ )
=yt(ふ ―P)y, Px=X(X=X)lXι

を誤差変動行列 (Va� at10n mat� x due tO error),

または,残差平方和積和行列(redduJ Sum of
squares and prOducts matrix)と い う ″=N― カ

とおくとき,'=(1/″ )島 はΣの不偏推定量で

ある υの各行が′変量正規分布に従うことを
仮定すると,(」 ,,)は完備十な十分統計量十で

あるから,」 ,オ は一様最小分散不偏推定量れこ

なる またΞとΣは互いに独立で,ξ =Vec(Ξ )
は力′変量正規分布
N(ξ ,Σ●|(X`X)・ )

に従い、″

'=seは
ウィシャート分布 W(″′ )

に従う

行列 C:9× んを階数たの既知行列とし,仮説
CΞ =θ の検定を考える 仮説のもとでのどの

=0の形に基準化されることになる 島χlρ =0,
Sy19=0であることからこの基準化は自然な
基準化である 2つ めの方法は,固有方程式
I ⅣG llVι ″2F=0の解を″i,… ,″ら(rl≧ …≧″ρ
≧0)と し,各 r発に対 して,αた,うんを
Ⅳθ■Ⅳιαλ=′ 具Fαん, αえFした=″ ,

Ⅳ=F llVbん =4θιた, うえθbた =″
の解とする このとき
ρん=″ん+1, αλ=α卜1, βλ=みん+1

が成り立つことを示すことができる 最大固有
値は常に 1であり,対応する固有ベクトルは
αl=13 bl=19と なって,S=,Syyの 零化ベクト

ル十となり不適である 第 2固有値に対応する
固有値問題の解が第 1正準ベクトルになる

行列Ⅳ=(″″)の代 りに行列 E=(′■)が与え

られ,′ ,プ は便宜上それぞれ個体,カ テゴリー

を表わす 行列 Eに対 して 4ブ≧0を仮定する
oプ を度数であるかのようにみな して,分害」表
データⅣの場合と同様な正準相関係数,正準変

量が与えられる この場合の正準相関分析は力
テゴリカル正準相関分析(CategO� Cal canonical

correhtbn analySs)と 呼ばれる 特に,a′ =1
(個体 Jがカテゴリープに反応するとき),=0
(そ うでないとき)と 定義される場合は,数量化
理論第 3類 (→Ⅲ42)に相当している

12.6 多変量分散分析

多変量回帰モデルは,互いに相関のあるいく
つかの目的変量を少数の説明変量で説明するこ

とを目的として用いる 目的変量ベクトルを
y=(yl■ ,yρメ と し,説 明変量ベ ク トル を
工=(21, ,″んソとし,こ れらの変量のN個の個

体についての観測値をそれぞれ
y=[yl,…

,′″]l, X=[工 1,… ,工Ⅳ]`

と表わす 確率行列 yのモデルとして
y=χΞ+び

を仮定する ここに,Ξ :力 X′ は木知の母数行
列,IN× 力は既知の説明変量行列,y:Nxク
は誤差行列である y=[″ 1, ,″N]=に ついて,
″1,… ,″Nは互いに独立に平均 0,分散共分散行

列Σをもつ同一の分布に従うことを仮定する

このモデルを多変量回帰モデル(mtlliVa�at re_

gresSon model),ま たは多変量線形モデル(mul‐

tivariate linear model)と ぃう Ξを回帰行列(re
gresSon mat� x)と いう 種々の計画にもとづ
く実験において,各個体についていくつかの変
量が観波」される場合,工 の各成分が 0,1を とる


