
7.2 最小二乗推定量の分散について

単回帰
Yi = α + βXi + ui, n = 1, 2, · · · , n

仮定：E(ui) = 0
　　　V(ui) = E(u2

i ) = σ2

　　　 i , jについて，Cov(ui, u j) = E(uiu j) = σi j ←−この仮定追加

系列相関を無視して，通常の最小二乗推定量は，

β̂ =
∑

i

ωiYi = β +
∑

i

ωiui

である。ただし，ωi =
Xi − X∑

j(X j − X)2

E(̂β)について，

E(̂β) = E(β +
∑

i

ωiui)

= β +
∑

i

ωiE(ui) = β
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u1, u2, · · ·, un に系列相関があっても，β̂は不偏推定量となる。

V(̂β)について，

V(̂β) = V(β +
∑

i

ωiui) = V(
∑

i

ωiui)

= E((
∑

i

ωiui)2) ←−分散の定義

= E((
∑

i

ωiui)(
∑

j

ω ju j)) ←−添字一つ変更

= E(
∑

i

∑
j

ωiω juiu j)

=
∑

i

∑
j

ωiω jE(uiu j)

=
∑

i

ω2
i E(u2

i ) +
∑

i

∑
j

ωiω jE(uiu j)

i, j

= σ2
∑

i

ω2
i +

∑
i

∑
j

σi jωiω j

i, j
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, σ2
∑

i

ω2
i

したがって，u1, u2, · · ·, un に系列相関があるとき，通常の最小二乗推定量 β̂
の分散の推定量は，s2

∑
i

ω2
i +

∑
i

∑
j

si jωiω j

i, j

とならなければならない。
s2, si j は σ2, σi j の推定量とする。
しかし，計量ソフトは s2

∑
i

ω2
i と計算する。

7.3 系列相関のもとで回帰式の推定

回帰式が

Yi = α + βXi + ui,

ui = ρui−1 + εi,

のときの推定を考える。ただし，ε1, ε2, · · ·, εn は互いに独立とする。
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ui を消去すると，

(Yi − ρYi−1) = α(1 − ρ) + β(Xi − ρXi−1) + εi,

となり，
Y∗i = (Yi − ρYi−1),
X∗i = (Xi − ρXi−1)
を新たな変数として，

Y∗i = α
′ + βX∗i + εi,

に最小二乗法を適用する。ε1, ε2, · · ·, εn は互いに独立とするなので，最小二乗法
を適用が可能となる。ただし，α′ = α(1 − ρ)の関係が成り立つことに注意。
より一般的に，回帰式が

Yi = β1X1i + β2X2i + · · · + βkXki + ui,

ui = ρui−1 + εi,

のときの推定を考える。ただし，ε1, ε2, · · ·, εn は互いに独立とする。
ui を消去すると，

(Yi − ρYi−1) = β1(X1i − ρX1,i−1)
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+ β2(X1i − ρX2,i−1)
+ · · ·
+ βk(X1i − ρXk,i−1) + εi,

となり，
Y∗i = (Yi − ρYi−1),
X∗1i = (X1i − ρX1,i−1),
X∗2i = (X2i − ρX2,i−1),
· · ·,
X∗ki = (Xki − ρXk,i−1)
を新たな変数として，

Y∗i = β1X∗1i + β2X∗2i + · · · + βkX∗ki + εi

最小二乗法を適用する。ε1, ε2, · · ·, εn は互いに独立とするなので，最小二乗法を
適用が可能となる。

ρの求め方について: DW は近似的に DW ≈ 2(1 − ρ̂)と表されるので，DW か
ら ρの推定値 ρ̂を逆算して，

Y∗i = (Yi − ρ̂Yi−1),
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X∗1i = (X1i − ρ̂X1,i−1),
X∗2i = (X2i − ρ̂X2,i−1),
· · ·,
X∗ki = (Xki − ρ̂Xk,i−1)
を新たな変数として，

Y∗i = β1X∗1i + β2X∗2i + · · · + βkX∗ki + εi,

に最小二乗法を適用する。

8 不均一分散 (不等分散)

8.1 不均一分散 (不等分散)の意味と推定方法
回帰式が

Yi = α + βXi + ui

の場合を考える。Xi が外生変数，Yi は内生変数，ui は互いに独立な同一の分布
を持つ攪乱項 (最小二乗法に必要な仮定)とする。「独立な同一の分布」の意味は
「攪乱項 u1, u2, · · ·, unはそれぞれ独立に平均ゼロ，分散 σ2の分布する」である。
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分散が時点に依存する場合，代表的には，分散が他の変数 (例えば，zi)に依
存する場合，すなわち，uiの平均はゼロ，分散は σ2

∗z
2
i の場合は，最小二乗法の

仮定に反する。そのため，単純には，Yi = α + βXi + ui に最小二乗法を適用でき
ない。以下のような修正が必要となる。

Yi

zi
= α

1
zi
+ β

Xi

zi
+

ui

zi

= α
1
zi
+ β

Xi

zi
+ u∗i

このとき，新たな攪乱項 u∗i は平均ゼロ，分散 σ
2
∗ の分布となる (すなわち，「同

一の」分布)。

E(u∗i ) = E
(
ui

zi

)
=

(
1
zi

)
E(ui) = 0

ui の仮定 E(ui) = 0が使われている。

V(u∗i ) = V
(
ui

zi

)
=

(
1
zi

)2

V(ui) = σ2
∗

ui の仮定 V(ui) = σ2
∗z

2
i が最後に使われている。
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よって，
Yi

zi
,

1
zi

,
Xi

zi
を新たな変数として，最小二乗法を適用することができる。

不均一分散の検定について

û2
i = γz

2
i + εi

を推定し，γの推定値 γ̂の有意性の検定を行う (通常の t検定)。

ziは回帰式に含まれる変数でもよい。例えば，uiの平均はゼロ，分散は σ2
∗X

2
i

の場合，各変数を Xi で割って，

Yi

Xi
= α

1
Xi
+ β +

ui

Xi

= α
1
Xi
+ β + u∗i

を推定すればよい。βは定数項として推定されるが，意味は限界係数 (すなわち，
傾き)と同じなので注意すること。
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8.2 最小二乗推定量の分散について

単回帰
Yi = α + βXi + ui, n = 1, 2, · · · , n

仮定：E(ui) = 0
　　　V(ui) = E(u2

i ) = σ2
i ←−この仮定追加

　　　 i , jについて，Cov(ui, u j) = E(uiu j) = 0

不均一分散を無視して，通常の最小二乗推定量は，

β̂ =
∑

i

ωiYi = β +
∑

i

ωiui

である。ただし，ωi =
Xi − X∑

j(X j − X)2

E(̂β)について，

E(̂β) = E(β +
∑

i

ωiui)

= β +
∑

i

ωiE(ui) = β
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u1, u2, · · ·, un の分散が不均一であっても，β̂は不偏推定量となる。

V(̂β)について，

V(̂β) = V(β +
∑

i

ωiui) = V(
∑

i

ωiui)

= E((
∑

i

ωiui)2) ←−分散の定義

= E((
∑

i

ωiui)(
∑

j

ω ju j)) ←−添字一つ変更

= E(
∑

i

∑
j

ωiω juiu j)

=
∑

i

∑
j

ωiω jE(uiu j)

=
∑

i

ω2
i E(u2

i ) +
∑

i

∑
j

ωiω jE(uiu j)

i, j

=
∑

i

σ2
iω

2
i , σ

2
∑

i

ω2
i
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したがって，u1, u2, · · ·, un の分散が不均一であるとき，通常の最小二乗推定
量 β̂の分散の推定量は，s2

i

∑
i

ω2
i とならなければならない。

s2
i は σ

2
i の推定量とする。

しかし，計量ソフトは s2
∑

i

ω2
i と計算する。

9 多重共線性について

回帰式が
Yi = αWi + βXi + ui

の場合を考える。Wi, Xi が外生変数，Yi は内生変数，ui は互いに独立な攪乱項
とする。Wi = 1のとき，αは定数項となる。

Wi と Xi の相関が大きいことを多重共線性が強いと言う。
Wi と Xi の相関が大きい場合は，α, βの推定値は不安定になる。
極端な場合，Wi と Xi の相関が 1の場合 (完全相関の場合)は，すべての iに

ついて，Wi = γXi となる。この場合，回帰式は

Yi = αWi + βXi + ui

= (αγ + β)Xi + ui
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となり，αγ + βを推定することは可能だが，α, βを別々に推定することはでき
なくなる。Yi = αWi + βXi + ui を推定した場合，αγ + βの推定値が一定値とな
る α̂, β̂の組み合わせは無数に存在する。この意味で，α̂, β̂は不安定であると言
える。
厳密には，最小二乗法によると，

n∑
i=1

u2
i =

n∑
i=1

(Yi − αWi − βXi)2

を最小にする α, βをその推定値 α̂, β̂とする。
すなわち，

∂
∑

u2
i

∂α
= −2

n∑
i=1

(Yi − αWi − βXi)Wi = 0

∂
∑

u2
i

∂β
= −2

n∑
i=1

(Yi − αWi − βXi)Xi = 0

の連立方程式を解くことになる。
n∑

i=1

YiWi − α̂
n∑

i=1

W2
i − β̂

n∑
i=1

XiWi = 0
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n∑
i=1

YiXi − α̂
n∑

i=1

WiXi − β̂
n∑

i=1

X2
i = 0

行列表示により， (∑ YiWi∑
YiXi

)
=

( ∑
W2

i
∑

XiWi∑
WiXi

∑
X2

i

) (
α̂
β̂

)
α̂, β̂について表すと，(

α̂
β̂

)
=

( ∑
W2

i
∑

XiWi∑
WiXi

∑
X2

i

)−1 (∑ YiWi∑
YiXi

)
逆行列を計算して， (

α̂
β̂

)
=

1
(
∑

W2
i )(

∑
X2

i ) − (
∑

WiXi)2

×
( ∑

X2
i −∑

XiWi

−∑
WiXi

∑
W2

i

) (∑ YiWi∑
YiXi

)
完全な多重共線性の場合 (Wi = γXi の場合)，

(
∑

W2
i )(

∑
X2

i ) − (
∑

WiXi) = 0
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となる。
また，

V
(
α̂
β̂

)
=

( V(α̂) Cov(α̂, β̂)
Cov(α̂, β̂) V(̂β)

)
= σ2

( ∑
W2

i
∑

XiWi∑
WiXi

∑
X2

i

)−1

=
σ2

(
∑

W2
i )(

∑
X2

i ) − (
∑

WiXi)2

×
( ∑

X2
i −∑

XiWi

−∑
WiXi

∑
W2

i

)
となるので，完全な多重共線性の場合は，推定値の分散が無限大となる。推定
値の分散が無限大という意味は，どこにパラメータがあるか分からないという
ことを意味する。

簡単化のため，W =
1
n

∑
Wi = 0，X =

1
n

∑
Xi = 0とする。Wi と Xi との相

関係数を rとすると，

r =
∑

(Wi − w)(Xi − X)√∑
(Wi −W)2 ∑

(Xi − X)2
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=

∑
WiXi√∑

W2
i
∑

X2
i

となる。さらに，rを用いて，V(α̂)，V(̂β)を求めると，

V(α̂) =
σ2 ∑

X2
i

(
∑

W2
i )(

∑
X2

i ) − (
∑

WiXi)2

=
σ2

(1 − r2)
∑

W2
i

V(̂β) =
σ2 ∑

W2
i

(
∑

W2
i )(

∑
X2

i ) − (
∑

WiXi)2

=
σ2

(1 − r2)
∑

X2
i

が得られる。
これは，r が 1または −1に近づくにつれて (または，r2 が 1に近づくにつ

れて)，V(α̂)，V(̂β)は大きくなるということを意味する。
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=⇒係数の推定値の有意性が低くなる。
=⇒本来は Wi や Xi が Yi に影響を与えているにもかかわらず，統計的に有

意な推定値は得られなくなるので，回帰分析によって理論モデルを立証しよう
という試みは成功しなくなる。

多重共線性の症状： 多重共線性が起こっていると考えられるケースは，

1. 推定値の符号が理論と合わない。

2. 決定係数 (R2 や R
2
)は大きいのに，個々の t値は小さい。

3. 観測値の数 (データ数)を少し増やすと，推定値が大きく変わる。

4. 説明変数を増減すると，推定値が大きく変動する。

等である。

10 F検定について
複数の線形制約の検定を行う場合に F 検定が用いられる。
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10.1 いくつかの例

例 1：コブ＝ダグラス型生産関数： Qi は生産量，Ki は資本，Li は労働とす
る。生産関数を推定する。

log(Qi) = β′1 + β2 log(Ki) + β3 log(Li) + ui,

において，一次同時の制約 β2 + β3 = 1を検定したい。すなわち，帰無仮説，対
立仮説は以下のように表される。

帰無仮説 H0 : β2 + β3 = 1，
対立仮説 H1 : β2 + β3 , 1，

例 2：構造変化の検定： n0 期以前と n0 + 1期以降とで経済構造が変化したと
考えて推定を行う。しかも，定数項，傾き共に変化したと想定した場合，回帰
式は以下のようになる。

Yi = α + βXi + γDi + δDiXi + ui,

ただし，

Di =

{
0, i = 1, 2, · · · , n0 のとき，
1, i = n0 + 1, n0 + 2, · · · , nのとき，
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とする。構造変化が n0 + 1期で起こったかどうかを検定したい。すなわち，帰
無仮説，対立仮説は以下のように表される。

帰無仮説 H0 : γ = δ = 0，
対立仮説 H1 : γ , 0，または，δ , 0，

例 3：多重回帰モデルの係数の同時検定： 2つの説明変数が含まれる場合を
考える。

Yi = α + βXi + γZi + ui,

のモデルにおいて，Xiと Ziのどちらも，Yiに影響を与えていないという仮説を
検定したい。この場合，帰無仮説，対立仮説は以下のように表される。

帰無仮説 H0 : β = γ = 0，
対立仮説 H1 : β , 0，または，γ , 0，

10.2 統計学の復習

U ∼ χ2(n)，V ∼ χ2(m)，U と V は独立とする。
このとき，

F =
U/n
V/m

∼ F(n,m)
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