
 1 

1. 
[1] 

𝐸 "
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑥)

𝜕𝜃 - = /
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑥)

𝜕𝜃 𝐿(𝜃; 𝑥)𝑑𝑥 

																								= /
𝜕𝐿(𝜃; 𝑥)
𝜕𝜃

𝐿(𝜃; 𝑥) 𝐿(𝜃; 𝑥)𝑑𝑥 

										= /
𝜕𝐿(𝜃; 𝑥)
𝜕𝜃 𝑑𝑥 

													=
𝜕
𝜕𝜃/𝐿

(𝜃; 𝑥)𝑑𝑥 

また 

/𝐿(𝜃; 𝑥)𝑑𝑥 = 1 

𝜕
𝜕𝜃/𝐿

(𝜃; 𝑥)𝑑𝑥 = 0 

したがって 

𝐸 "
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑥)

𝜕𝜃 - = 0 

確率変数 X に置き換えて 

𝐸 "
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃 - = 0 

 
[2] 

𝐸 "
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑥)

𝜕𝜃 - = /
𝜕 𝑙𝑜𝑔 𝐿(𝜃; 𝑥)

𝜕𝜃 𝐿(𝜃; 𝑥)𝑑𝑥 = 0 

𝜃に対して微分して 

/
𝜕!𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑥)

𝜕𝜃𝜕𝜃′ 𝐿(𝜃; 𝑥)𝑑𝑥 +/
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑥)

𝜕𝜃
𝜕𝐿(𝜃; 𝑥)
𝜕𝜃′ 𝑑𝑥 = 0 

/
𝜕!𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑥)

𝜕𝜃𝜕𝜃′ 𝐿(𝜃; 𝑥)𝑑𝑥 +/
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑥)

𝜕𝜃
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑥)

𝜕𝜃′ 𝐿(𝜃; 𝑥)𝑑𝑥 = 0 

𝐸 7
𝜕!𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃𝜕𝜃" 8 + 𝐸 9
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃′ : = 0 

−𝐸 7
𝜕!𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃𝜕𝜃" 8 = 𝐸 7
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃" 8 = 𝑉 7
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃 8 

 
したがって 

𝐼(𝜃) = 𝐸 >7
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃 8
!

? = 𝑉 7
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃 8 

 
 
 
 



 2 

[3] 

𝐸 @𝜃A(𝑋)B = /𝜃A(𝑥)𝐿(𝜃; 𝑥)𝑑𝑥 

𝜃に対して微分して 

𝜕𝐸(𝜃A(𝑋))
𝜕𝜃 = /𝜃A(𝑥)

𝜕𝐿(𝜃; 𝑥)
𝜕𝜃 𝑑𝑥 

																																							= /𝜃A(𝑥)
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑥)

𝜕𝜃 𝐿(𝜃; 𝑥)𝑑𝑥 

																												= 𝐶𝑜𝑣(𝜃A(𝑋),
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃 ) 

								7
𝜕𝐸(𝜃A(𝑋))

𝜕𝜃 8
!

= 7𝐶𝑜𝑣(𝜃A(𝑋),
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃 )8
!

 

																																= 𝜌!𝑉(𝜃A(𝑋))𝑉(
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃 ) 

ここで 

𝜌 =
𝐶𝑜𝑣(𝜃A(𝑋), 𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)𝜕𝜃 )

G𝑉(𝜃A(𝑋))G𝑉(𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)𝜕𝜃 )
 

|𝜌| ≤ 1 

																						7
𝜕𝐸(𝜃A(𝑋))

𝜕𝜃 8
!

≤ 𝑉(𝜃A(𝑋))𝑉(
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃 ) 

															𝑉(𝜃A(𝑋)) ≥
7𝜕𝐸(𝜃

A(𝑋))
𝜕𝜃 8

!

𝑉(𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)𝜕𝜃 )
 

𝜃A(𝑋)は𝜃の不偏推定量である 

𝐸 @𝜃A(𝑋)B = 𝜃 

𝑉 @𝜃A(𝑋)B ≥
1

−𝐸 9𝜕
!𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃! :
= 𝐼(𝜃)#$ 

𝑉 @𝜃A(𝑋)B ≥ 𝐼(𝜃)#$ 

 
[4] 
中心極限定理より 

1
𝑛∑

𝜕𝑙𝑜𝑔𝑓(𝑋%; 𝜃)
𝜕𝜃 − 𝐸(1𝑛∑

𝜕𝑙𝑜𝑔𝑓(𝑋%; 𝜃)
𝜕𝜃 )&

%'$
&
%'$

G𝑉(1𝑛∑
𝜕𝑙𝑜𝑔𝑓(𝑋%; 𝜃)

𝜕𝜃
&
%'$ )
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=
1
𝑛
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃 − 𝐸(1𝑛
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃 )

G𝑉(1𝑛
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃 )
 

また 

𝐸 N
1
𝑛O

𝜕𝑙𝑜𝑔𝑓(𝑋%; 𝜃)
𝜕𝜃

&

%'$

P = 𝐸 9
1
𝑛
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃 : = 0 

𝑉 N
1
𝑛O

𝜕𝑙𝑜𝑔𝑓(𝑋%; 𝜃)
𝜕𝜃

&

%'$

P = 𝑉 9
1
𝑛
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃 : =
1
𝑛! 𝐼(𝜃) 

 
により 

1
𝑛
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃 − 1𝑛𝐸(
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃 )

1
√𝑛

G1𝑛𝑉(
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃 )
=
1
𝑛
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃
1
√𝑛

G1𝑛 𝐼(𝜃)
=

1
√𝑛

𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)
𝜕𝜃

G1𝑛 𝐼(𝜃)
 

																																						

1
√𝑛

𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)
𝜕𝜃

G1𝑛 𝐼(𝜃)
																																	𝑁(0,1) 

さらに 

𝜎! = − lim
&→)

1
𝑛 𝐸 "

𝜕!𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)
𝜕𝜃! - = lim

&→)

1
𝑛 𝐼(𝜃) 

したがって 
 

																																																	
1
√𝑛

𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)
𝜕𝜃 																																𝑁(0, 𝜎!) 

 
[5] 
𝜃の最尤推定量を𝜃Wとする 

1
√𝑛

𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃W; 𝑋)
𝜕𝜃  

0 =
1
√𝑛

𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃W; 𝑋)
𝜕𝜃 ≈

1
√𝑛

𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)
𝜕𝜃 +

1
√𝑛

𝜕!𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)
𝜕𝜃𝜕𝜃′ (𝜃W − 𝜃) 

−
1
√𝑛

𝜕!𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)
𝜕𝜃𝜕𝜃" Y𝜃W − 𝜃Z ≈

1
√𝑛

𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)
𝜕𝜃 																					𝑁(0, 𝜎!) 

−
1
√𝑛

𝜕!𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)
𝜕𝜃𝜕𝜃" Y𝜃W − 𝜃Z = √𝑛7−

1
𝑛
𝜕!𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃𝜕𝜃" 8Y𝜃W − 𝜃Z 

√𝑛Y𝜃W − 𝜃Z ≈ 7−
1
𝑛
𝜕!𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)

𝜕𝜃𝜕𝜃" 8
#$

7
1
√𝑛

𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)
𝜕𝜃 8 

																																𝑁(0, (𝜎!)#$𝜎!(𝜎!)#$) = 𝑁(0, (𝜎!)#$) 
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[6] 
𝑌 = 𝜆𝑋 

単調変換より 

ℎ(𝑦) = 𝑋 =
𝑦
𝜆 

𝑌の密度関数𝑔(𝑦)は 
𝑔(𝑦) = |ℎ"(𝑦)|𝑓(ℎ(𝑦)) 

= |
1
𝜆 |𝑓(

𝑦
𝜆) 

																																							= _
1
𝜆_ exp 9−

𝑌
𝜆:																		

𝑦
𝜆 > 0 

 
となる。 
 
[7] 
まず、制約付きの尤度関数 

l(𝜃 = 1) = ∏ 𝑓(𝑥%&
%'$ ; 𝜃) = ∏ 𝜃𝑒𝑥𝑝	(− *!

+
)&

%'$  

																																										= exp	(−O𝑥%)
&

%'$

 

制約なしの尤度関数 

l(𝜃 ≠ 1) = ∏ 𝑓(𝑥%&
%'$ ; 𝜃) = ∏ 𝜃𝑒𝑥𝑝	(− *!

+
)&

%'$  

																																																			= 𝜃#&𝑒𝑥𝑝	(−
1
𝜃O𝑥%)

&

%'$

 

制約なしの最尤推定量 

log	[𝜃#&𝑒𝑥𝑝	(−
1
𝜃O𝑥%)]

&

%'$

= −𝑛𝑙𝑜𝑔𝜃 −
1
𝜃O𝑥%

&

%'$

 

𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿(𝜃; 𝑋)
𝜕𝜃 = −

𝑛
𝜃 +

∑ 𝑥%&
%'$

𝜃! = 0 

𝜃A =
∑ 𝑥%&
%'$

𝑛 = 𝑋l 

次に、尤度比検定統計量について 

𝑙(𝜃 = 1)
𝑙(𝜃A = 𝑋l)

=
exp	(−∑ 𝑥%)&

%'$

𝜃A#&𝑒𝑥𝑝	(− 1
𝜃A
∑ 𝑥%)&
%'$

= 𝜃A&exp	((
1
𝜃A
− 1)O𝑥%) = 𝑋l&exp	((

1
𝑋l
− 1)O𝑥%)

&

%'$

&

%'$

 

したがって、n が大きいとき、自由度 1 カイ二乗分布になる。 

−2𝑙𝑜𝑔
𝑙(𝜃 = 1)
𝑙Y𝜃A = 𝑋lZ

= −2𝑛𝑙𝑜𝑔𝑋l − 2𝑛(1 − 𝑋l)																																		𝜒!(1) 

 
 


