
「計量経済分析I」

Thur., 8:50-10:20

法経講義棟　4番講義室
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• The prerequisite of this class is Basic Statistics (統計基礎), Special Lectures in Eco-

nomics (Statistical Analysis),経済学特論（統計解析）, Econometrics (計量経済) (un-

dergraduate level, next semester, 『計量経済学』山本 拓 著，新世社), Econometrics I

(計量経済 I) (graduate level, this semester), and Econometrics II (計量経済 II) (graduate

level, next semester).
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代表的テキスト：

・J.D. Hamilton (1994) Time Series Analysis

　沖本・井上訳 (2006)『時系列解析 (上・下)』

・A.C. Harvey (1981) Time Series Models

　国友・山本訳 (1985)『時系列モデル入門』

・沖本竜義 (2010)『経済・ファイナンスデータの計量時系列分析』

数理統計学のテキストとして，

・国沢清典編（1996）『確率統計演習 1確率』培風館

・国沢清典編（1996）『確率統計演習 2統計』培風館

・R. Hogg, J. McKean and A. Craig (2019), Introdiuction to Mathematical Statistics (8th

ed.), Pearson Education, Inc.
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1 最尤法—復習

n個の確率変数 X1, X2, · · ·, Xn は互いに独立で，同じ確率分布 f (x) ≡ f (x; θ)とする。

ただし，θは母数で，例えば，θ = (µ, σ2)である。

X1, X2, · · ·, Xn の結合分布は，互いに独立なので，

f (x1, x2, · · · , xn; θ) ≡
n∏

i=1

f (xi; θ)

と表される。

観測データ x1, x2, · · ·, xn を与えたもとで，
∏n

i=1 f (xi; θ) は θ の関数として表される。

すなわち，

l(θ) =

n∏

i=1

f (xi; θ)

となる。
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l(θ)を尤度関数と呼ぶ。

max
θ

l(θ)

となる θを最尤推定値 θ̂ = θ̂(x1, x2, · · · , xn)と呼ぶ。

データ x1, x2, · · ·, xn を確率変数 X1, X2, · · ·, Xn で置き換えて，θ̂ = θ̂(X1, X2, · · · , Xn)を

最尤推定量と呼ぶ。

max
θ

l(θ)

と

max
θ

log l(θ)

の θの解はともに同じものであることに注意。log l(θ)を対数尤度関数と呼ぶ。

5



最尤推定量の性質： nが大きいとき，

θ̂ ∼ N(θ, σ2
θ)

ただし，

σ2
θ =

1
∑n

i=1 E
[(d log f (Xi; θ)

dθ

)2] = − 1
∑n

i=1 E
[d2 log f (Xi; θ)

dθ2

]

θがベクトル (k × 1)の場合，nが大きいとき，

θ̂ ∼ N(θ,Σθ)

ただし，

Σθ =
( n∑

i=1

E
[(∂ log f (Xi; θ)

∂θ

)(∂ log f (Xi; θ)
∂θ

)′])−1
= −

( n∑

i=1

E
[∂2 log f (Xi; θ)

∂θ∂θ′
])−1

6



例 1： 正規母集団 N(µ, σ2)からの標本値 x1, x2, · · ·, xn を用いて，

(1) σ2 が既知のとき，µの最尤推定値と最尤推定量

(2) σ2 が未知のとき，µと σ2 の最尤推定値と最尤推定量

をそれぞれ求める。

［解］N(µ, σ2)の密度関数は，

f (x; µ, σ2) =
1√

2πσ2
exp

(
− 1

2σ2 (x − µ)2
)

となる。したがって，互いに独立な X1, X2, · · ·, Xn の結合分布は，

f (x1, x2, · · · , xn; µ, σ2) ≡
n∏

i=1

f (xi; µ, σ2)

=

n∏

i=1

1√
2πσ2

exp
(
− 1

2σ2 (xi − µ)2
)

= (2πσ2)−
n
2 exp

(
− 1

2σ2

n∑

i=1

(xi − µ)2
)

となる。
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(1) σ2 が既知のとき，尤度関数 l(µ)は，

l(µ) = (2πσ2)−
n
2 exp

(
− 1

2σ2

n∑

i=1

(xi − µ)2
)

となる。

l(µ)を最大にする µと log l(µ)を最大にする µは同じになる。

したがって，対数尤度関数は，

log l(µ) = −n
2

log(2πσ2) − 1
2σ2

n∑

i=1

(xi − µ)2

となる。この対数尤度関数を µに関して最大化すると，

d log l(µ)
dµ

=
1
σ2

n∑

i=1

(xi − µ) = 0

となる µを求める。µの解を µ̂とすると，µの最尤推定値は，

µ̂ =
1
n

n∑

i=1

xi ≡ x
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を得る。

さらに，観測値 x1, x2, · · ·, xn をその確率変数 X1, X2, · · ·, Xn で置き換えて，µの最尤

推定量は，

µ̂ =
1
n

n∑

i=1

Xi ≡ X

となる。

µ̂の分散を求めるために，密度関数の対数を取って，

log f (Xi; µ) = −1
2

log(2πσ2) − 1
2σ2 (Xi − µ)2

となり，µに関して微分して，

d log f (Xi; µ)
dµ

=
1
σ2 (Xi − µ)

が得られる。両辺を二乗して，
(d log f (Xi; µ)

dµ

)2
=

1
σ4 (Xi − µ)2
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となり，期待値を取ると，

E
[(d log f (Xi; µ)

dµ

)2]
=

1
σ4 E[(Xi − µ)2] =

1
σ2

と計算される。

最尤推定量の性質から，nが大きいとき，

µ̂ ∼ N(µ, σ2
µ)

ただし，

σ2
µ =

1
∑n

i=1 E
[(d log f (Xi; µ)

dµ

)2] =
σ2

n

この場合は，nの大きさに関わらず，µ̂ ∼ N(µ, σ2
µ)が成り立つ。

(2) σ2 が未知のとき，µと σ2 の尤度関数は，

l(µ, σ2) = (2πσ2)−
n
2 exp

(
− 1

2σ2

n∑

i=1

(xi − µ)2
)
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となる。

対数尤度関数は，

log l(µ, σ2) = −n
2

log(2π) − n
2

logσ2 − 1
2σ2

n∑

i=1

(xi − µ)2

と表される。

µと σ2 について，最大化するためには，

∂ log l(µ, σ2)
∂µ

=
1
σ2

n∑

i=1

(xi − µ) = 0

∂ log l(µ, σ2)
∂σ2 = −n

2
1
σ2 +

1
2σ4

n∑

i=1

(xi − µ)2 = 0

の連立方程式を解く。

µ, σ2 の解を µ̂, σ̂2 とすると，最尤推定値は，

µ̂ =
1
n

n∑

i=1

xi ≡ x
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σ̂2 =
1
n

n∑

i=1

(xi − µ̂) ≡ 1
n

n∑

i=1

(xi − x)2

となる。

観測値 x1, x2, · · ·, xn をその確率変数 X1, X2, · · ·, Xn で置き換えて，µ, σ2 の最尤推定

量は，

µ̂ =
1
n

n∑

i=1

Xi ≡ X

σ̂2 =
1
n

n∑

i=1

(Xi − µ̂)2 ≡ 1
n

n∑

i=1

(Xi − X)2

となる。

σ2 の最尤推定量 σ̂2 は，σ2 の不偏推定量 S 2 =
1

n − 1

n∑

i=1

(Xi − X)2 とは異なることに

注意。
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θ = (µ, σ2)′ とする。nが大きいとき，

θ̂ ∼ N(θ,Σθ)

ただし，

Σθ = −
( n∑

i=1

E
[∂2 log f (Xi; θ)

∂θ∂θ′
])−1

となる。Σθ を得るために，密度関数の対数を取って，

log f (Xi; θ) = −1
2

log(2π) − 1
2

log(σ2) − 1
2σ2 (Xi − µ)2

とばり，µ，σ2 について微分すると，

∂ log f (Xi; θ)
∂θ

=



∂ log f (Xi; θ)
∂µ

∂ log f (Xi; θ)
∂σ2

 =


1
σ2 (Xi − µ)

− 1
2σ2 +

1
2σ4 (Xi − µ)2


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となる。さらに，もう一度，微分すると，

∂2 log f (Xi; θ)
∂θ∂θ′

=



∂2 log f (Xi; θ)
∂µ2

∂2 log f (Xi; θ)
∂µ∂σ2

∂2 log f (Xi; θ)
∂σ2∂µ

∂2 log f (Xi; θ)
∂(σ2)2



=


− 1
σ2 − 1

σ4 (Xi − µ)

− 1
σ4 (Xi − µ)

1
2σ4 −

1
σ6 (Xi − µ)2



となる。期待値を取って，

E
[∂2 log f (Xi; θ)

∂θ∂θ′
]

=


− 1
σ2 − 1

σ4 E(Xi − µ)

− 1
σ4 E(Xi − µ)

1
2σ4 −

1
σ6 E[(Xi − µ)2]



=


− 1
σ2 0

0 − 1
2σ4



を得る。
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よって，

Σθ = −
( n∑

i=1

E
[∂2 log f (Xi; θ)

∂θ∂θ′
])−1

=



σ2

n
0

0
2σ4

n



が得られる。

まとめると，µ，σ2 の最尤推定量 µ̂ = (1/n)
∑n

i=1 Xi，σ̂2 = (1/n)
∑n

i=1(Xi − X)2 の分布

は，nが大きいとき， (
µ̂

σ̂2

)
∼ N

( (
µ

σ2

)
,



σ2

n
0

0
2σ4

n


)

となる。
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例 2： X1, Xn, · · ·, Xnは互いに独立で，それぞれパラメータ pを持ったベルヌイ分布

に従うものとする。すなわち，Xi の確率関数は，

f (x; p) = px(1 − p)1−x x = 0, 1

となる。

このとき尤度関数は，

l(p) =

n∏

i=1

f (xi; p) =

n∏

i=1

pxi(1 − p)1−xi

となり，対数尤度関数は，

log l(p) =

n∑

i=1

log f (xi; p)

= log(p)
n∑

i=1

xi + log(1 − p)
n∑

i=1

(1 − xi)
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= log(p)
n∑

i=1

xi + log(1 − p)(n −
n∑

i=1

xi)

となる。

log l(p)を最大にする pを求める。

d log l(p)
dp

=
1
p

n∑

i=1

xi − 1
1 − p

(n −
n∑

i=1

xi) = 0

したがって，pについて解くと，pの最尤推定値 p̂は，

p̂ =
1
n

n∑

i=1

xi

となる。

さらに，xi を Xi で置き換えて，pの最尤推定量 p̂は，

p̂ =
1
n

n∑

i=1

Xi
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となる。

p̂の分布を求める。確率関数の対数を取って，

log f (Xi; p) = Xi log(p) + (1 − Xi) log(1 − p)

となる。pについて微分すると，

d log f (Xi; p)
dp

=
Xi

p
− 1 − Xi

1 − p
=

Xi − p
p(1 − p)

となる。さらに，両辺を二乗して，期待値を取ると，

E
[(d log f (Xi; p)

dp

)2]
=

E[(Xi − p)2]
p2(1 − p)2

となる。期待値を計算すると，

E[(Xi − p)2] =

1∑

xi=0

(xi − p)2 f (xi; p) =

1∑

xi=0

(xi − p)2 pxi(1 − p)1−xi

= p2(1 − p) + (1 − p)2 p = p(1 − p)
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となるので，

σ2
θ =

1
∑n

i=1 E
[(d log f (Xi; p)

dp

)2] =
p(1 − p)

n

が得られる。したがって， p̂の分布は，nが大きいとき，

p̂ ∼ N(p,
p(1 − p)

n
)

となる。
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例 3： X1, Xn, · · ·, Xn は互いに独立で，それぞれパラメータ λを持ったポアソン分布

に従うものとする。すなわち，Xi の確率関数は，

f (x; λ) =
λxe−λ

x!
x = 0, 1, 2, · · ·

となる。

このとき尤度関数は，

l(λ) =

n∏

i=1

f (xi; λ) =

n∏

i=1

λxie−λ

xi!

となり，対数尤度関数は，

log l(λ) =

n∑

i=1

log f (xi; λ) = log(λ)
n∑

i=1

xi − nλ −
n∑

i=1

log(xi!)

となる。

log l(λ)を最大にする pを求める。

d log l(λ)
dλ

=
1
λ

n∑

i=1

xi − n = 0
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したがって，λについて解くと，λの最尤推定値 λ̂は，

λ̂ =
1
n

n∑

i=1

xi

となる。

さらに，xi を Xi で置き換えて，λの最尤推定量 λ̂は，

λ̂ =
1
n

n∑

i=1

Xi

となる。

λ̂の分布を求める。確率関数に対数を取って，

log f (Xi; λ) = Xi log(λ) − λ − log(Xi!)

となる。λに関して，微分すると，

d log f (Xi; λ)
dλ

=
Xi

λ
− 1
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を得る。再度，λに関して，微分すると，

d2 log f (Xi; λ)
dλ2 = −Xi

λ2

となる。期待値をとって，

E
(d2 log f (Xi; λ)

dλ2

)
= −E(Xi)

λ2

が得られる。期待値を計算すると，

E(Xi) =

∞∑

x=0

x f (x; λ) =

∞∑

x=0

x
λxe−λ

x!

=

∞∑

x=1

x
λxe−λ

x!
=

∞∑

x=1

λ
λx−1e−λ

(x − 1)!
=

∞∑

x=0

λ
λxe−λ

x!
= λ

となる。したがって，

σ2
θ = − 1

∑n
i=1 E

(d2 log f (Xi; λ)
dλ2

) =
λ

n
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となる。よって，λ̂の分布は，nが大きいとき，

λ̂ ∼ N(λ,
λ

n
)

を得る。
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例 4： X1, Xn, · · ·, Xn は互いに独立で，それぞれパラメータ λを持った指数分布に従

うものとする。すなわち，Xi の密度関数は，

f (x; λ) = λe−λx x > 0

となる。

このとき尤度関数は，

l(λ) =

n∏

i=1

f (xi; λ) =

n∏

i=1

λe−λxi

となり，対数尤度関数は，

log l(λ) =

n∑

i=1

log f (xi; λ) = n log λ − λ
n∑

i=1

xi

となる。

log l(λ)を最大にする pを求める。

d log l(λ)
dλ

=
n
λ
−

n∑

i=1

xi = 0
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したがって，λについて解くと，λの最尤推定値 λ̂は，

λ̂ =
n∑n

i=1 xi

となる。

さらに，xi を Xi で置き換えて，λの最尤推定量 λ̂は，

λ̂ =
n∑n

i=1 Xi

となる。

λ̂の分布を求める。密度関数の対数を取って，

log f (Xi; λ) = log λ − λXi

となる。λについて微分すると，

d log f (Xi; λ)
dλ

=
1
λ
− Xi
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を得る。再度，微分して，
d2 log f (Xi; λ)

dλ2 = − 1
λ2

が得られる。

σ2
θ = − 1

∑n
i=1 E

(d2 log f (Xi; λ)
dλ2

) =
λ2

n

となるので，nが大きいとき，

λ̂ ∼ N(λ,
λ2

n
)

を得る。
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2 Maximum Likelihood Estimation (MLE,
さ い ゆ う

最尤法) — More

Formally Review

1. We have random variables X1, X2, · · ·, Xn, which are assumed to be mutually inde-

pendently and identically distributed.

2. The distribution function of {Xi}ni=1 is f (x; θ), where x = (x1, x2, · · · , xn) and θ =

(µ,Σ).

Note that X is a vector of random variables and x is a vector of their realizations (i.e.,

observed data).

Likelihood function L(·) is defined as L(θ; x) = f (x; θ).

Note that f (x; θ) =
∏n

i=1 f (xi; θ) when X1, X2, · · ·, Xn are mutually independently and
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identically distributed.

The maximum likelihood estimator (MLE) of θ is θ such that:

max
θ

L(θ; X). ⇐⇒ max
θ

log L(θ; X).

MLE satisfies the following two conditions:

(a)
∂ log L(θ; X)

∂θ
= 0.

(b)
∂2 log L(θ; X)

∂θ∂θ′
is a negative definite matrix.

3. Fisher’s information matrix (フィッシャーの情報行列) is defined as:

I(θ) = −E
(∂2 log L(θ; X)

∂θ∂θ′
)
,

where we have the following equality:

−E
(∂2 log L(θ; X)

∂θ∂θ′
)

= E
(∂ log L(θ; X)

∂θ

∂ log L(θ; X)
∂θ′

)
= V

(∂ log L(θ; X)
∂θ

)
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Proof of the above equality:
∫

L(θ; x)dx = 1

Take a derivative with respect to θ.
∫

∂L(θ; x)
∂θ

dx = 0

(We assume that (i) the domain of x does not depend on θ and (ii) the derivative
∂L(θ; x)
∂θ

exists.)

Rewriting the above equation, we obtain:
∫

∂ log L(θ; x)
∂θ

L(θ; x)dx = 0,

i.e.,

E
(
∂ log L(θ; X)

∂θ

)
= 0.
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Again, differentiating the above with respect to θ, we obtain:
∫

∂2 log L(θ; x)
∂θ∂θ′

L(θ; x)dx +

∫
∂ log L(θ; x)

∂θ

∂L(θ; x)
∂θ′

dx

=

∫
∂2 log L(θ; x)

∂θ∂θ′
L(θ; x)dx +

∫
∂ log L(θ; x)

∂θ

∂ log L(θ; x)
∂θ′

L(θ; x)dx

= E
(∂2 log L(θ; X)

∂θ∂θ′
)

+ E
(∂ log L(θ; X)

∂θ

∂ log L(θ; X)
∂θ′

)
= 0.

Therefore, we can derive the following equality:

−E
(
∂2 log L(θ; X)

∂θ∂θ′

)
= E

(
∂ log L(θ; X)

∂θ

∂ log L(θ; X)
∂θ′

)
= V

(
∂ log L(θ; X)

∂θ

)
,

where the second equality utilizes E
(
∂ log L(θ; X)

∂θ

)
= 0.
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