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• 答案には，必ず，氏名と学籍番号を書いて下さい。
• 途中の式展開は省略しないように。

１ 次の回帰モデルを考える。

Yi = α+ βXi + ui i = 1, 2, · · · , n

ただし，u1, u2, · · ·, un は互いに独立で，ui ∼ N(0, σ2) を仮定する。Xi は非確率変数とする。
α，β の最小二乗推定量を α̂，β̂ とする。
σ2 の推定量を s2 =

1

n− 2

n∑
i=1

(Yi − α̂− β̂Xi)
2 とする。

このとき，下記の問いに答えなさい。

(1) 最小二乗推定量 α̂，β̂ を導出しなさい。

(2) 決定係数 R2 が 0 以上 1 以下になることを証明しなさい。

(3) E(α̂)，E(β̂) を求めなさい。

(4) V(α̂)，V(β̂) を求めなさい。

(5) β の別の推定量 β̃ =
∑n

i=1(ωi + di)Yi を考える。ただし，ωi =
Xi −X∑n

j=1(Xj −X)2
，X =

1

n

n∑
i=1

Xi と

する。このとき，β̃ が線形不偏推定量であるための条件を求めなさい。

(6) 問 (5) の β̃ が線形不偏推定量であるとき，V(β̃) を求めなさい。

(7) β̂ と β̃ のうち，どちらが良い推定量と言えるか説明しなさい。

(8) E(s2)，V(s2) を求めなさい。

(9) s2 は σ2 の一致推定量であることを証明しなさい。

(*) 問 (8), (9)については，必要があれば，「U ∼ χ2(m) のとき，E(U) = m，V(U) = 2m」を使ってもよい。



２ 次の回帰モデルを考える。

Yi = α+ βXi + ui i = 1, 2, · · · , n

ただし，u1, u2, · · ·, un は互いに独立で，平均 E(ui) = 0，分散 V(ui) = σ2 を仮定する。Xi は非確率変数
とする。α，β の最小二乗推定量を α̂，β̂ とする。
Mxx = lim

n→∞

1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2 < ∞ とする。

このとき，下記の問いに答えなさい。

(10) n −→ ∞ のとき， 1√
n

n∑
i=1

(Xi −X)ui の分布を求めなさい。

(11) n −→ ∞ のとき，√
n(β̂ − β) の分布を導出しなさい。

３ µy,i と µx,i の関係は，

µy,i = α+ βµx,i i = 1, 2, · · · , n

で必ず成り立つものとする。
しかし，(µy,i, µx,i) は観測されず未知で，代わりに，(Yi, Xi) が観測されるものとする。(µy,i, µx,i) と

(Yi, Xi) との関係は，

Yi = µy,i + ui Xi = µx,i + vi

とする。ただし，ui，vi は誤差項で，E(ui) = 0，E(vi) = 0，V(ui) = σ2
u，V(vi) = σ2

v とする。すなわち，
E(Yi) = µy,i，E(Xi) = µx,i が成り立つ。
観測される (Yi, Xi) を用いて，最小二乗法で下記の式を推定することにした。

Yi = α+ βXi + ϵi i = 1, 2, · · · , n

α，β の最小二乗推定量を α̂，β̂ とする。
このとき，下記の問いに答えなさい。

(12) ϵi を ui，vi で表しなさい。

(13) n −→ ∞ のとき，β̂ は一致性があるかどうかを示しなさい。必要であれば，記号は定義してよい。


