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1 はじめに
フィルタリング (filtering) 理論は，Kalman (1960)，Kalman and Bucy

(1961)を初めとして，1960年代に工学の分野で発展してきた。経済学に
応用されはじめたのは 1970年代に入ってからである。可変パラメータ・
モデル，自己回帰移動平均モデル，季節調整モデル，経済変数の予測問
題，確率的ボラティリティ (Stochastic Volatility，SV)変動の推定等，観測
されない変数を推定するのに状態空間モデルは有効である。本章では状
態空間モデルの紹介を目的とし，導出方法等を中心として簡単にサーベ
イを行う（状態空間モデルの定義は次節参照）。本章は，Tanizaki (1993b，
1996，2003，2004a)，谷崎 (1993)に基づいて，加筆・修正したものであ
る。フィルタリングに関する邦語文献としては，有本 (1977)，片山 (2000)
など理工系のものが多い。経済学に関連したものは，渡部 (2000)がある
がまだまだその数は少ない。最近は，Markov Chain Monte Carlo (MCMC)
という乱数生成の手法がが利用されるようになって以来，多くの実証研
究ができるようになってきた。状態空間モデルのいくつかの応用例を以
下に紹介しておく。
可変パラメータ (Time-Varying Parameter)・モデル： 計量モデルの基
本である最小自乗法 (OLS)の前提の一つに「パラメータは推定期間を通
して一定である」がある。この根拠は「十分に長い期間をとれば，確か
に経済構造は徐々に変化しているが，その一部分のごく短期的な期間を
とれば十分に線形近似できる」というところにある。すなわち，通常の
回帰モデルでは，yt = Xtβ + ϵt と表され，固定パラメータである βを推
定することになる。しかし，実際には近年特に，様々な外生的なショッ
ク (為替の変動相場制への移行，第一次・第二次石油ショック，貿易摩擦
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による輸出規制，円高の進行，バブル等)，または他の政策的な要因等
により経済構造は徐々に変化していると考えるのがより自然な考え方で
ある。このように徐々に経済構造が変化している状況において，従来の
OLS等の固定パラメータ・モデルによる推定では，この経済構造の変化
を表すことはできない。したがって，パラメータの変動を明示的に取り
入れたモデル，すなわち，これは可変パラメータ・モデル (time-varying
parameter model) を考える必要がある。可変パラメータを扱ったモデル
にはいくつかの種類が考えてられいるが，パラメータの変動をランダ
ムな確率的な観測できない変数として，状態空間モデルを応用すること
ができる。可変パラメータ・モデルを扱ったものには，Cooper (1973)，
Belsley and Kuh (1973)，Sarris (1973)，Cooley and Prescott (1973，1976)，
Laumas and Mehra (1976)，Garbade (1977)，Cooley (1977)，Sant (1977)，
Pagan (1980)，谷崎 (1993)，Dziechciarz (1989)，Tanizaki (1989，1993a,
2000)等数々ある。
この場合，回帰モデルは，

(観測方程式) yt = Xtβt + ϵt

(遷移方程式) βt = ϕβt−1 + ηt

と修正される。観測方程式，遷移方程式については，次節の (1)，(2)に
対応する。パラメータの変動をランダムな確率的な観測できない変数と
して，カルマンフィルター・モデルを応用することができる。谷崎 (1993，
2007)，Tanizaki (1989，1993a，2000)の参考文献を参照せよ。
自己回帰移動平均 (Autoregressive Moving Average)モデル：カルマンフィ
ルター・モデルを用いて，任意の自己回帰移動平均過程 (AutoRegressive-
Moving Average Process，ARMA Process)，すなわち，yt = a1yt−1 + · · · +
apyt−p + ϵt + b1ϵt−1 + · · · + bqϵt−q の係数パラメータを推定することができ
る。撹乱項 ϵt はすべての t についてホワイト・ノイズ (white noise) で
あるとする。この ARMA(p, q) モデルは，m = max(p, q + 1) とおくと，
yt = a1yt−1+· · ·+amyt−m+ϵt+b1ϵt−1+· · ·+bm−1ϵt−m+1のようにARMA(m,m−1)
モデルとして書き換えられ，

(観測方程式) yt = zαt

(遷移方程式) αt = Aαt−1 + Bϵt
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と表される。αtは m×1ベクトル，z, A, Bはそれぞれ以下の通りである。

z = (1, 0, · · · , 0), A =


a1
... Im−1

am−1

am 0

 , B =


1
b1
...

bm−1


1 × m m × m m × 1

ARMAモデルとカルマンフィルター・モデルとの関係については，例え
ば，Aoki (1987)，Burridge and Wallis (1988)，Harvey (1981，1989)等数
多くの文献がある。
季節調整 (Seasonal Adjustment)モデル： Pagan (1975)，Chow (1983)は，
状態空間モデルを用いて，季節要素モデル (seasonal component model)の
推定を提案した。カルマンフィルター・モデルを用いて，季節要素モデル
(Seasonal Component Model)を推定することができる。時系列データは通
常，循環的要素 (Cyclical Component)，季節的要素 (Seasonal Component)，
撹乱的要素 (Irregular Component)から成る。それぞれの要素は観測され
ない変数であり，状態空間モデルを適用することによって，それらの要
素を別々に推定することができる。
原系列データは，yt = yc

t + ys
t + vt のように書き表される。yt, yc

t , ys
t , vt

は，それぞれ原系列データ，循環的要素，季節的要素，撹乱的要素を表
す。そして，循環的要素は，一期前の循環的要素と他の外生変数に依存
すると仮定され，yc

t = Ayc
t−1 + CXt + ut となる。A, Cは係数，Xt は k × 1

の外生変数のベクトル，ut は撹乱項である。さらに，季節的要素は一年
前の同じ期のそれに依存すると考えられるので，ys

t = Bys
t−m + wt と表さ

れる。Bは係数， wt は撹乱項である。また， mは四半期モデルのとき
4，月次モデルのとき 12となる。以上をまとめると，次のモデルが得ら
れる。

(観測方程式) yt = zαt + vt

(遷移方程式) αt = Mαt−1 + NXt + ϵ t

それぞれの記号は以下に示される。

z = (1, 1, 0, · · · , 0), M =


A 0

0 Im−1

0 B 0

 , N =
(

C
0

)
, ϵ t =


ut

wt

0


1 × (m + 1) (m + 1) × (m + 1) (m + 1) × k (m + 1) × 1
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(m + 1) × 1ベクトル αt の第 1，第 2要素は，それぞれ循環的要素，季節
的要素である。それぞれの要素は観測されない変数であり，カルマンフィ
ルター・モデルを適用することによって，それらの要素を別々に推定す
ることができる。例えば，Chow (1983)を参照せよ。
確報値 (Final Data) の推定： 通常，経済データを得るとき，まず初め
に速報値 (preliminary data)が得られる。次にしばらくしてから，確報値
(final data)または改訂値 (revised data)が公表される (ほとんどの経済デー
タは改訂されるが，改訂が行われないデータとしては，金利，為替レー
ト等のごく一部である)。速報値が利用可能であるときに，いかに確報値
(または改訂値)を推定するのかということが問題になる。例えば，国民
所得統計のようなデータは最初の数年にわたって毎年改訂され，その後
も一定期間 (5年，10年)ごとに改訂される (詳細な解説については，『国
民経済計算年報』 (内閣府経済社会総合研究所編)の参考資料にある用語
解説の「速報と確報」を参照せよ)。データは最初の 2，3年間そして一
定期間毎に改訂されるため，確報値は観測されない変数とみなされ得る。
元来，速報値も確報値も同じデータであるので，速報値と確報値との間
にはなんらかの関係が存在する。これを観測方程式 (次節の (1)式参照)
として表す。また，ある経済理論から導き出された関係式は，速報値よ
りむしろ，確報値に基づいたものであると考えるのが適当である。この
関係式を遷移方程式 (次節の (2)式参照)として扱う。「ある経済理論から
導き出された関係式」を遷移方程式とするためには，方程式にラグ構造
を含む必要がある。状態空間モデルの遷移方程式は観測不可能な変数の
AR(1)過程として表現される。一つの例としては，動学的最適化問題を
解くことによって得られるオイラー方程式に基づいて，遷移方程式を導
き出すことができる。このように，状態空間モデルを使って，この確報
値の推定問題を考えることができる。Howrey (1978，1984)，Conrad and
Corrado (1979)，Harvey (1989)，Tanizaki and Mariano (1994)等の文献が
あげられる。Mariano and Tanizaki (1995) は，効用最大化問題を解くこ
とによって得られる消費関数を遷移方程式として，消費の確報値を推定
した。
この場合，モデルは，

(観測方程式) yp
t = γy

f
t + ϵt

(遷移方程式) y f
t = θy

f
t−1 + Xtβ + ηt

となる。yp
t , y f

t は，それぞれ速報値，確報値を表し， ϵt と ηt は撹乱項で
ある。Xt は他の外生変数であり，さらに， γ, θ, βは推定されるべき未知
パラメータである。速報値 yp

t , Xt は観測可能な変数であるが，確報値 y f
t
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は観測できない変数である。カルマンフィルター・モデルを使って確報値
の推定問題を考えることができる。Harvey (1989)，Mariano and Tanizaki
(1995)等の文献があげられる。
確率的ボラティリティ (Stochastic Volatility)・モデル：最近では，Markov
Chain Monte Carlo (MCMC) という乱数生成の方法が取り入れられ，よ
り多くの実証分析が行われるようになった。その一つとして，確率的ボ
ラティリティ (Stochastic Volatility，SV)モデルというものがある。ボラ
ティリティが観測できない状態変数として扱われる。為替レートや株価の
変動要因を調べるために用いられるモデルであり，Jacquier et al. (1994，
2004)，Tanizaki (2004b)，Watanabe (1999，2000)，渡部 (2000)等の研究
がある。他にも多くの研究が行われているが，詳しくは，これらの参考
文献を参照せよ。
モデルは，

(観測方程式) yt = Xtβ + exp(
1
2

ht)ϵt

(遷移方程式) ht = δht−1 + ηt

と表される。ϵt は平均 0，分散 1の誤差項であり，通常，正規分布が仮
定される。exp(ht) が回帰モデルの分散 (ボラティリティと呼ばれる) に
対応し，時間に応じて変動するモデルである。ボラティリティを観測で
きない変数とみなす。このモデルは非線形カルマンフィルター・モデル
であり本節では扱わない。為替レートや株価の変動要因を調べるために
用いられるモデルであり，Tanizaki (2004b)，Tanizaki and Hamori (2009)，
Watanabe (1999，2000)，渡部 (2000)等の研究がある。他にも多くの研究
が行われているが，詳しくは，これらの参考文献を参照せよ。
マルコフ推移 (Markov Switching)モデル：マルコフ推移 (Markov switch-
ing) モデルは Hamilton (1989，1990，1991，1993，1994) によって発展
された。マルコフ推移 (Markov Switching) モデルとは，経済の状態 (レ
ジーム，regime)を離散型確率変数で，しかも，観測できない変数として
扱うモデルである。このモデルでは経済の状態がある状態から別の状態
へ確率的に変動すると考える。st を t 期の状態とするとき，回帰モデル
は yt = Xtβst

+ ϵt となり，これが観測方程式に対応する。さらに，t期の
経済の状態 st は t− 1期の経済の状態 st−1に依存するというマルコフ・プ
ロセスに従う，すなわち，P(st = i|st−1 = j) = pi j と仮定する。すなわち，
状態の変動の仕方は，前期の経済状態に応じて今期の経済状態が決まる
というマルコフ・プロセスに従うとする。経済の状態の数を k個とすれ
ば，i, j = 1, 2, · · · , k となり，pi j によって推移確率行列 (k × k 行列)が構
成される。この st に関する推移確率行列が遷移方程式に対応する。ある
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時点の経済がどの状態にあるかを調べることができる。マルコフ推移モ
デルは Hamilton (1994)によって発展された。このモデルは非正規カルマ
ンフィルター・モデルでありこれも本節では扱わない。
いくつかの応用例を示したが，その他にも合理的期待変数の推定にも
状態空間モデルは用いられる (McNelis and Neftci (1983)，Burmeister and
Wall (1982))ことを付け加えておく。次節ではこの状態空間モデルを紹介
する。

2 状態空間モデルの定義
本節から 5節までは線形・正規性の仮定のもとで状態空間モデルを考え，

6節で非線形・非正規状態空間モデルを扱う。状態空間モデル (state-space
model)は，次のような観測方程式 (measurement equation)と遷移方程式
(transition equation)の 2つの式によって表される。状態空間モデルの標
準的なテキストとしては，Jazwinski (1970)，Gelb (1974)，Anderson and
Moore (1979)，Harvey (1989)，Tanizaki (1993b，1996)，片山 (2000)等が
適当である。

(観測方程式) yt = Ztαt + dt + S tϵt (1)

(遷移方程式) αt = Ttαt−1 + ct + Rtηt (2)(
ϵt

ηt

)
∼ N

( (
0
0

)
，
(

Ht 0
0 Qt

) )
t = 1, 2, · · · ,T (3)

yt : g × 1 Zt : g × k dt : g × 1 S t : g × g ϵt : g × 1
αt : k × 1 Tt : k × k ct : k × 1 Rt : k × k ηt : k × 1

yt，Zt，dt，S t，Tt，ct，Rt は観測可能な変数，ϵt，ηt は撹乱項とする。
T は標本数を表す。αt は状態変数と呼ばれ，観測されない推定されるべ
き変数である。(1)式は観測方程式と呼ばれ，(2)式は遷移方程式と呼ば
れる。観測される変数を用いて，観測されない変数 αt を推定することが
目的である。以下の 2つの仮定を必要とする。

(i) 初期値 α0 は確率変数として扱う場合と非確率変数とする場合の両
方がある。確率変数として扱う場合は，今のところ，α0 ∼ N(a0,Σ0)
と仮定する。

(ii) 撹乱項 ϵt，ηs はすべての t，sについて，互いに独立であり，初期
値ベクトル α0 とも無相関である (すなわち，すべての t，sについ
て E(ϵtη′s) = 0，すべての tについて E(ϵtα′0) = 0，E(ηtα

′
0) = 0が成り

立つ)。
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注意すべき点は以下の通りでる。

1) 仮定 (ii)は，ϵt と αt の間の無相関，ηt と αt−1 との無相関を保証す
る。すなわち，E(ϵtα′t) = 0，E(ηtα

′
t−1) = 0となる。

2) Zt，dt，S t，Tt，ct，Rt は未知パラメータ (例えば，θ)に依存しても
よい。この場合には，未知パラメータ θは状態変数 αt と共に推定
されなければならない。αt の推定問題については 3節に述べられ，
θについては 5節で触れる。

3) 初期値 α0 と撹乱項 ϵt，ηt には正規分布を仮定するのが一般的では
あるが，アルゴリズムの導出方法によっては，この仮定を必要とし
ない。例えば，混合推定によるフィルタリング・アルゴリズムの導
出は誤差項 ϵt，ηt に分布を仮定する必要はない。しかし，分布関数
に基づいた線形アルゴリズムの導出には，正規性の仮定を必要とす
る (詳しくは，後述の 3節を見よ)。

4) 観測方程式に含まれる撹乱項 ϵt と遷移方程式の撹乱項 ηt は互いに
無相関 (これは (3)式の分散の対角要素がゼロという仮定に相当す
る)として，本章では議論を進める。しかし，この仮定を緩めるこ
とも可能である。その場合の議論については，例えば，片山 (2000)
や Harvey (1989)等に述べられている。

以上のように，(1)式と (2)式の 2つの式から成る状態空間モデルは観
測されない変数 αt と観測される変数 yt，Zt，dt，S t，Tt，ct，Rt から構
成される。そして，観測されない変数 αt を推定する問題として，予測問
題 (プレディクション，Prediction)，瀘波問題 (フィルタリング，Filtering)，
平滑問題 (スムージング，Smoothing)の 3種類を考えることができる。次
節ではこの 3つの推定問題について述べる。そして，それぞれの 3つの
推定問題について，状態変数を算出するためのアルゴリズムが示される。

3 状態変数の推定問題
2節で状態空間モデルを定義した。本節では，状態変数の推定問題を考

える。まず，E(·|·)，Var(·|·)をそれぞれ数学的条件付き期待値，条件付き
分散共分散行列とする。Ys を s期に利用可能な情報集合と定義する。す
なわち，Ys = {ys, ys−1, · · · , y1}である。(1)式や (2)式の中で，Zt，dt，S t，
Tt，ct，Rt，t = 1, 2, · · · ,T，のような，すべての外生変数もまた情報集合
Ys の中に含まれていることに注意せよ。しかし，煩雑になるのを避ける
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ため，ここではそれらを省略する。at|s，Σt|s を次のように定義する。

at|s = E(αt|Ys) =
∫
αt f (αt|Ys)dαt (4)

Σt|s = Var(αt|Ys) =
∫

(αt − at|s)(αt − at|s)′ f (αt|Ys)dαt (5)

このとき，状態ベクトル (state-vector)の推定問題として，情報量の多さ
によって次の 3種類を考えることができる。

t > sのとき，予測 (プレディクション，prediction)
t = sのとき，瀘波 (フィルタリング，filtering)
t < sのとき，平滑 (スムージング，smoothing)

さらに，f (·|·)を条件付き分布関数とする。このとき，プレディクション，
フィルタリング，スムージングのアルゴリズム (algorithm)はそれぞれ 3.1
節，3.2節，3.3節で取り扱われる。

3.1 プレディクション (予測推定)

本節では，予測 (プレディクション)問題を考える。そこでは，上記の
添字記号 t，sをそれぞれ (t + L)，tに置き換えて述べられる。すなわち，
以下の推定問題を考えることになる。

E(αt+L|Yt) = at+L|t Var(αt+L|Yt) = Σt+L|t L = 1, 2, · · ·

まず分布関数に基づいたプレディクション・アルゴリズムをあげておく。

f (αt+L|Yt) =
∫

f (αt+L, αt+L−1|Yt)dαt+L−1

=

∫
f (αt+L|αt+L−1,Yt) f (αt+L−1|Yt)dαt+L−1

=

∫
fα(αt+L|αt+L−1) f (αt+L−1|Yt)dαt+L−1 (6)

L = 1, 2, · · ·，に関する逐次アルゴリズムとなっている。3つ目の等号が成
り立つ理由 (すなわち，f (αt+L|αt+L−1,Yt) = fα(αt+L|αt+L−1)が成り立つ理由)
は，遷移方程式は t期までの情報集合 Yt に依存しないからである。分布
関数に基づいたプレディクション・アルゴリズムについては，Kitagawa
(1987)，Harvey (1989)等を参照せよ。上に記したプレディクション・アル
ゴリズムでは，f (αt|Yt)を必要とする。f (αt|Yt)はフィルタリングの密度関
数であり，3.2節で解説される。本節では，とりあえず f (αt|Yt)を既知の
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分布関数と考えることにする。分布関数 fα(αt+L|αt+L−1)，L = 1, 2, · · ·，は
(2)式で表される遷移方程式 (すなわち，αt+L = Tt+Lαt+L−1+ ct+L+Rt+Lηt+L)
とその中の撹乱項 ηt+L の分布関数をもとにして，ηt+L から αt+L への変数
変換によって計算される。それゆえに，fα(αt+L|αt+L−1)，L = 1, 2, · · ·，の関
数形もまた既知である。したがって，f (αt|Yt)が与えられると，fα(αt+1|αt)
を掛け合わせて，αtについて積分すると，f (αt+1|Yt)が得られる。同様に，
f (αt+1|Yt)と fα(αt+2|αt+1)から， f (αt+2|Yt)を得ることができる。このよう
に， f (αt+L|Yt)，L = 1, 2, · · ·，が逐次的 (recursive)に計算される。分布関
数が得られると期待値や分散が求められる
さらに，上の分布関数に基づく逐次アルゴリズム (recursive algorithm)
について，遷移方程式の線形性と撹乱項の正規性の仮定を置くと，次の
線形の逐次アルゴリズム (linear recursive algorithm)が得られる。ただし，
導出方法によっては撹乱項の正規性の仮定は必要としない。遷移方程式
が線形であれば，(2)式の両辺に条件付き期待値と分散をとることによっ
て，(7)式と (8)式に表される線形の逐次アルゴリズムが得られる。

at+L|t = Tt+Lat+L−1|t + ct+L (7)

Σt+L|t = Tt+LΣt+L−1|tT
′

t+L + Rt+LQt+LR
′

t+L L = 1, 2, · · · (8)

at|t，Σt|t が与えられているとき，(7)式と (8)式から次の期の予測値 at+1|t

とその分散 Σt+1|t が得られる。同様にして，at+1|t，Σt+1|t から at+2|t，Σt+2|t

が求められる。このように (7) 式，(8) 式は，逐次計算によって，at+L|t，
Σt+L|t，L = 1, 2, · · ·，を求めるアルゴリズムになっている。ここで，at|t，
Σt|t は次節で述べるフィルタリング推定値とその分散である。

3.2 フィルタリング (瀘波推定)

予測問題では，現在 (t期)の情報をもとにして将来 (L期先)の状態変
数を推定するものであるが，濾波 (フィルタリング)問題では，現在 (t期)
に利用可能な情報をもとに現在 (t期)の状態変数を推定するものである。
ゆえに，フィルタリング問題は次の数学的期待値を求めることに等しい。

E(αt|Yt) = at|t Var(αt|Yt) = Σt|t t = 1, 2, · · · ,T

分布に基づいたフィルタリング・アルゴリズムは以下のように示される。

f (αt|Yt−1) =
∫

fα(αt|αt−1) f (αt−1|Yt−1)dαt−1 (9)

f (αt|Yt) = f (αt|yt,Yt−1) =
f (αt, yt|Yt−1)

f (yt|Yt−1)
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=
f (αt, yt|Yt−1)∫
f (αt, yt|Yt−1)dαt

=
fy(yt|αt,Yt−1) f (αt|Yt−1)∫
fy(yt|αt,Yt−1) f (αt|Yt−1)dαt

=
fy(yt|αt) f (αt|Yt−1)∫
fy(yt|αt) f (αt|Yt−1)dαt

(10)

t = 1, 2, · · · ,T に関する逐次アルゴリズムになっている。分布に基づい
たフィルタリング・アルゴリズムについては，Kitagawa (1987)，Harvey
(1989)等を参照せよ。(9)式は予測方程式と呼ばれる。それは，(6)式に
おいて，L = 1，かつ，tを t − 1に置き換えたものに一致する。(10)式に
ついては，最初の等号では Yt = {yt,Yt−1} であることが利用されている。
また，5つ目の等号について，f (yt|αt,Yt−1) = fy(yt|αt)が成立するのは，(1)
式の観測方程式に過去の情報集合 Yt−1 が含まれていないためである。分
布関数 fy(yt|αt)は (1)式で表される観測方程式とその中の撹乱項 ϵt の分
布関数をもとにして，ϵt から yt への変数変換によって求められる。(10)
式は更新方程式と呼ばれる。それは，過去の情報 Yt−1 と t期に得られた
データ yt とを結び付ける役割を果たす。

(9)式と (10)式で与えられるアルゴリズムでは，まず，初期分布 f (α0|Y0)
を既知とすると，(2)式の遷移方程式を通して，(9)式から f (α1|Y0)を得る
ことができる。次に，(1)式の観測方程式から得られる分布関数 fy(y1|α1)
と (9)式から得られた f (α1|Y0)とを結び付けて， f (α1|Y1)が導かれる。さ
らに，(9)式によって， f (α1|Y1)から f (α2|Y1)，(10)式によって， f (α2|Y1)
から f (α2|Y2)がそれぞれ得られる。このように，初期分布 f (α0|Y0)が与
えられると，それ以降のすべての分布 f (αt|Yt−1)， f (αt|Yt)，t = 1, 2, · · · ,T
が逐次的に計算される。
初期分布に関連して，α0 が確率変数か非確率変数かで t = 1の場合の
予測方程式 (9)は異なることに注意せよ。

f (α1|Y0) =


fα(α1|α0) α0 が非確率変数のとき∫

fα(α1|α0) f (α0)dα0 α0 が確率変数のとき

ただし， f (α0)は α0 が確率変数のときの分布関数である。
線形の観測・遷移方程式と撹乱項の正規性の仮定のもとで，(9)式，(10)
式から得られる 1次，2次の積率 (moment)から次の線形のフィルタリン
グ・アルゴリズムが導出される。Kalman (1960)，Kalman and Bucy (1961)
は線形確率システムの状態空間表現と最小分散推定の理論を組み合わせ
ることにより，フィルタリング問題の定式化を行い，直交射影の定理を
用いてフィルタリング・アルゴリズムを導出した。以下の (11)式 (17)式
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によって表される線形の逐次アルゴリズムを，特に，カルマン・フィル
タと呼ぶ。一般に，カルマン・フィルタ・アルゴリズムは攪乱項の正規
性の仮定を必要としない。観測・遷移方程式の線形性の仮定のみで線形
の逐次アルゴリズムが導出される。以下のアルゴリズムは 4節で証明さ
れる。

at|t−1 = Ttat−1|t−1 + ct (11)

Σt|t−1 = TtΣt−1|t−1T
′

t + RtQtR
′

t (12)

yt|t−1 = Ztat|t−1 + dt (13)

Ft|t−1 = ZtΣt−1|t−1Z
′

t + S tHtS
′

t (14)

Kt = Σt|t−1Z
′

t F
−1
t|t−1 (15)

at|t = at|t−1 + Kt(yt − yt|t−1) (16)

Σt|t = Σt|t−1 − KtFt|t−1K
′

t (17)

t = 1, 2, · · · ,T の逐次アルゴリズムになっている。ただし，初期条件は
a0|0 = a0，Σ0|0 = Σ0 である。α0 を非確率変数と仮定した場合は Σ0 = 0と
なる。

(11) 式と (12) 式は，(9) 式の予測方程式 f (αt|Yt−1) から得られ，αt の
(t − 1)期からみた予測に相当する。(13)式と (14)式は，(10)式の更新方
程式の分母にあたる f (yt|Yt−1) から得られる。これは，yt の (t − 1) 期ま
での情報を与えたもとでの予測である。(16)式と (17)式は，(10)式の更
新方程式 f (αt|Yt)から得られる。このように，(11)式～ (14)式は予測方
程式と解釈され，(16)式と (17)式はフィルタリング推定値を与え，過去
の情報をもとに現在に入手されたデータで予測値を更新する働きを持つ。
さらに，(15)式の Kt はカルマン・ゲイン (Kalman gain)と呼ばれ，yt の
予測誤差 (yt − yt|t−1)とフィルタリング推定値 at|t との共分散がゼロという
条件を満たしている。この条件のことを，「 yt の予測誤差 yt − yt|t−1とフィ
ルタリング推定値 at|t とは直交する」ともいう。カルマン・フィルタを線
形最小分散推定量として解釈した場合には，アルゴリズムの導出過程の
中で Kt は at|t が最小分散になるように求められる。このことから，Kt は
カルマン・ゲインと呼ばれる。詳しくは，Burridge and Wallis (1988)，谷
崎 (1993)，片山 (2000)等を参照せよ。

(11) 式 ～ (17) 式によって表されるアルゴリズムによると，まず初期
値 a0|0，Σ0|0 が与えられると予測方程式 (11)式～ (14)式によって，a1|0，
Σ1|0，y1|0，F1|0 が得られる。そして，カルマン・ゲイン K1 を通して，更
新方程式 (16)式，(17)式から，a1|1，Σ1|1 が得られる。このようにして，
at−1|t−1，Σt−1|t−1 から，(11)式～ (14)式によって at|t−1，Σt|t−1，yt|t−1，Ft|t−1

が，さらに，(16)式と (17)式によって at|t，Σt|t が逐次計算によって得ら
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れる。yt|t−1，Ft|t−1 は，yt の予測，予測誤差分散をそれぞれ表す。
このように，(11) 式 ～ (17) 式の逐次アルゴリズムをみると，カルマ
ン・フィルタ・モデルとはある新しい観測値が利用可能となる度ごとに
状態変数を推定しなおすというモデルである。(2)式において，Tt = Ik，
ct = 0，Rt = 0のとき，(11)式から (17)式で表されるモデルは，逐次最
小自乗法 (recursive least squares)に一致する。ただし，Ik は k × kの単位
行列とする。逐次最小自乗法とは，t期 (t = k, k + 1, · · · ,T )までのデータ
を用いてパラメータを推定するという方法であり，すなわち，データが
追加される度毎にその都度パラメータを最小自乗法で推定する方法であ
る。Rt , 0のとき，カルマン・フィルタ・モデルは，t期の状態変数を推
定するのに，t 期に近いデータに分散共分散のウエイト (weight) を小さ
く置き，t期から過去に離れれば離れるほどそのウエイトを増大させて，
推定値を求めるという方法であり，いわゆる，逐次一般化最小自乗法と
なっている。詳しくは，逐次最小自乗法については Harvey (1981，1989)
を参照せよ。またカルマン・フィルタ・モデルと GLSの同値性について
は Sant (1977)，Chow (1983)を参照せよ。
このように初期値を与えなければならないこと (カルマン・フィルタで
は状態変数の初期値とその分散が与えられると，逐次的な計算によって，
それ以降のすべての期の状態変数の推定値を求めることができる) が問
題となる。そして，初期値に近いほどフィルタリング推定値は初期値の
値に影響され，推定値の動きは不安定である。初期値に近いほど状態変
数を推定するための情報量は少ないからである。

3.3 スムージング (平滑推定)

状態変数の推定問題の中のスムージングについて述べる。Lをある固
定された値，T を標本数としたとき，スムージングには，次の 3つの種
類がある (Anderson and Moore (1979)，片山 (2000)，Harvey (1989))。

・固定点 (fixed-point)スムージング:
aL|t ΣL|t t = L + 1, L + 2, · · ·

・固定ラグ (fixed-lag)スムージング:
at|t+L Σt|t+L t = 1, 2, · · · ,T − L

・固定区間 (fixed-interval)スムージング:
at|T Σt|T t = 1, 2, · · · ,T

の 3種類である。初期状態をデータから推定するのに固定点スムージン
グは有効であり，一定時間の遅れを伴う場合には固定ラグ・スムージン
グが有効とされ，過去に起こったことをデータから分析する場合には固
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定区間スムージングが適している。経済学においては，今までに利用可
能なデータを用いて過去の経済状況を分析する場合が多いので，ここで
はスムージングの中でも経済学で最も有用な固定区間スムージングのみ
を考える。すなわち，本節では以下の期待値について述べる。

E(αt|YT ) = at|T Var(αt|YT ) = Σt|T t = 1, 2, · · · ,T

3.1節，3.2節と同様に，まず初めに，分布に基づいたスムージング・
アルゴリズムについて説明する。アルゴリズムは以下の通りである。

f (αt|YT ) =
∫

f (αt+1, αt|YT )dαt+1 =

∫
f (αt+1|YT ) f (αt|αt+1,YT )dαt+1

=

∫
f (αt+1|YT ) f (αt|αt+1,Yt)dαt+1 =

∫
f (αt+1|YT )

f (αt, αt+1|Yt)
f (αt+1|Yt)

dαt+1

= f (αt|Yt)
∫

f (αt+1|YT ) fα(αt+1|αt)
f (αt+1|Yt)

dαt+1 (18)

これは t = T−1,T−2, · · · , 1に関する逆向きの逐次アルゴリズム (Backward
Recursive Algorithm)である。以上の分布に基づいたスムージング・アルゴ
リズムについては，Kitagawa (1987)，Harvey (1989)等を参照せよ。フィル
タリング・アルゴリズムの (9)式と (10)式から得られる分布関数 f (αt|Yt)，
f (αt+1|Yt)と遷移方程式から得られる fα(αt+1|αt)をもとにして，スムージ
ングの分布関数は (18)式によって f (αt+1|YT )から f (αt|YT )へと逐次的に
求められる。ただし，固定区間スムージングの T 期の分布関数は，フィ
ルタリングの T 期のものに一致することに注意せよ。固定区間スムージ
ングは，(9)式と (10)式によって表される分布関数に基づいたフィルタ
リング・アルゴリズムと共に用いられる。固定区間スムージングは，す
べての t について，同じ情報量 YT で t 期の状態変数 αt を推定する。そ
のため，フィルタリングは初期値に近い状態変数の推定値はばらつきが
大きく不安定であるが，スムージングは全期間について安定的である。
線形の観測・遷移方程式と撹乱項の正規性の仮定のもとで，(18)式か
ら αt の条件付き期待値と分散を計算することによって

Ct = Σt|tT
′

t+1Σ
−1
t+1|t (19)

at|T = at|t +Ct(at+1|T − at+1|t) (20)

Σt|T = Σt|t +Ct(Σt+1|T − Σt+1|t)C
′

t (21)

の固定区間スムージング・アルゴリズムが導かれる (証明は省略する)。こ
れは t = T −1,T −2, · · · , 0の逆向きの逐次アルゴリズムとなっている。プ
レディクション Σt+1|t とフィルタリング Σt|t が与えられると，(19)式から，
Ct が計算される。同様に，Σt+1|t，Σt|t，Ct，at+1|t，at|t，Σt+1|T，at+1|T から，
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(20)式と (21)式を通して，Σt|T と at|T が得られる。計算手順としては，ま
ず (11)式～ (17)式を用いて at|t−1，Σt|t−1，at|t，Σt|t，t = 1, 2, · · · ,T を求め
ておく。次に (19)式～ (21)式によって，at|T，Σt|T，t = T,T − 1, · · · , 1が
得られる。このように，スムージング・アルゴリズムは，プレディクショ
ンとフィルタリングをもとにして，逆向きの逐次アルゴリズム (backward
recursive algorithm)となっている。
最後に，遷移方程式について，Tt = Ik，ct = 0，Rt = 0 の場合を考え

る。この場合，(11)式～ (17)式のカルマン・フィルタ・アルゴリズムは
逐次最小自乗法に等しいことが知られていることは既に述べたが，(19)
式～ (21)式で与えられるスムージング・アルゴリズムの場合は，すべて
の tについて，状態変数の推定値 at|T とその分散 Σt|T は同じ値になり，そ
の値は T 個のすべてのデータを使って最小自乗法 (OLS)によって推定さ
れた推定値に等しい。
本節では，プレディクション，フィルタリング，スムージング 3つの推
定問題について，分布関数の逐次アルゴリズム (6)式，(9)式と (10)式，
(18)式と線形の逐次アルゴリズム (7)式と (8)式，(11)式～ (17)式，(19)
式～ (21)式の 2つのタイプのアルゴリズムをそれぞれ紹介した。3つの
推定問題について，分布関数の逐次アルゴリズムから，観測・遷移方程
式の線形性と攪乱項の正規性の仮定を置いて計算すると，線形の逐次ア
ルゴリズムを導出することができる。しかし，線形の逐次アルゴリズム
を求めるためには正規性の仮定を必ずしも必要としない。詳しくは，次
節のカルマン・フィルタ・モデルのアルゴリズムの導出方法を参照せよ。
分布関数の近似による方法は非線形関数や非正規分布を取り扱うことが
できるので，最近の流れとしては，この分布関数による逐次アルゴリズ
ムについて，分布関数自体を数値積分やモンテ・カルロ積分で近似する
方法，または，分布関数から直接乱数を生成する方法が主流となってい
る。次節では，プレディクション，フィルタリング，スムージングの 3つ
のアルゴリズムのうち，特にフィルタリングのみに焦点をあてて議論を
進める。

4 カルマン・フィルタ・モデルの導出と解釈
3節では，プレディクション，フィルタリング，スムージングのアルゴ
リズムをそれぞれ紹介した。本節では，(11)式～ (17)式によって表され
るカルマン・フィルタ・モデルのアルゴリズムを導出のみを考える。プレ
ディクション，スムージング・アルゴリズムの導出については，Jazwinski
(1970)，Anderson and Moore (1979)，片山 (2000)，Harvey (1989)等の他
の文献に譲る。考え方の最も簡単な導出方法 (計算自体は複雑である)は，
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(6)式と (18)式で表される分布関数のプレディクション，スムージング・
アルゴリズムをもとにして，観測・遷移方程式の線形性と攪乱項の正規
性を仮定すると，プレディクション (7)式，(8)式とスムージング (19)式
～ (21)式の線形の逐次アルゴリズムがそれぞれ導き出される。導出方法
は他にもいくつか考案され，それぞれはカルマン・フィルタ・モデルの解
釈と密接に関連している。分布関数に基づいて導出する方法 (Anderson
and Moore (1979)，Kitagawa (1987)，Harvey (1989))，混合推定による導
出 (Cooley (1977)，Harvey (1981)，Diderrich (1985)，Fomby et al. (1984))，
線形最小分散推定量 (片山 (2000)，Burridge and Wallis (1988))としての解
釈がある。分布関数に基づく導出は線形性と正規性の両方の仮定を必要
とするが，混合推定や線形最小分散推定量としての導出には線形性は必
要な仮定であるが正規性の仮定は必要でない。混合推定量，線形最小分散
推定量としての導出については，単に 1，2次の積率を用いてアルゴリズ
ムを導き出すことができる。その他にも，直行斜影の利用 (Anderson and
Moore (1979)，片山 (2000)，Chow (1983)，Brockwell and Davis (1987))，
一般化最小自乗法 (Sant (1977)，Chow (1983)) による証明等が考えられ
る。このように，同じフィルタリング・アルゴリズムが得られるにして
も，導出方法は様々である。
本節では，正規分布を仮定して，(9)式と (10)式から，カルマン・フィ
ルタ・モデルのアルゴリズム (11)式～ (17)式を導出する。もし，初期
分布 f (α0|Y0)と撹乱項 ϵt，ηt が正規分布なら， f (αt|Yt−1)， f (αt|Yt)も正規
分布となる。ゆえに，まず f (αt−1|Yt−1)を平均 at−1|t−1，分散 Σt−1|t−1の正規
分布とする。k × 1の次元の確率変数 xが平均 µ，分散 Σの正規分布 f (x)
に従うとするとき， f (x) = Φ(x − µ, Σ)と書くことにする。すなわち，

Φ(x − µ,Σ) = (2π)−
k
2 |Σ|− 1

2 exp(−1
2

(x − µ)′Σ−1(x − µ))

と定義する。このとき，条件付き分布 f (αt−1|Yt−1)は，次のように書き表
される。

f (αt−1|Yt−1) = Φ(αt−1 − at−1|t−1,Σt−1|t−1)

同様に，αt の分布 fα(αt|αt−1)と f (αt|Yt−1)は，それぞれ，

fα(αt|αt−1) = Φ(αt − Ttαt−1 − ct,RtQtR′t−1)

f (αt|Yt−1) = Φ(αt − at|t−1,Σt|1−1)

となる。一方，分布関数による一期先の予測方程式は上述の (9)式で表
されるので，

f (αt|Yt−1) = Φ(αt − at|t−1,Σt|t−1) =
∫

fα(αt|αt−1) f (αt−1|Yt−1)dαt−1
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=

∫
Φ(αt − Ttαt−1 − ct,RtQtR′t) Φ(αt−1 − at−1|t−1,Σt−1|t−1)dαt−1

= Φ(αt − Ttat−1|t−1 − ct, TtΣt−1|t−1T ′t + RtQtR′t)

を得る。1つ目の等号は定義による。読者は 4つ目の等式が成り立つこ
とを各自確認められたい。1行目と 3行目のそれぞれの Φ(·, ·)の要素を
それぞれ比較して，(11)式，(12)式の予測方程式が得られる。
更新方程式については，(10)式から，

f (αt|Yt) = Φ(αt − at|t,Σt|t) =
fy(yt|αt) f (αt|Yt−1)∫
fy(yt|αt) f (αt|Yt−1)dαt

=
Φ(yt − Ztαt − dt, S tHtS ′t) Φ(αt − at|t−1,Σt|t−1)∫
Φ(yt − Ztαt − dt, S tHtS ′t) Φ(αt − at|t−1,Σt|t−1)dαt

= Φ(αt − at|t−1 − Kt(yt − yt|t−1), Σt|t−1 − KtFt|t−1K′t )

が得られる。1つ目の等号は定義であり，それ以降は，∫
f (yt|αt) f (αt|Yt−1)dαt = f (yt|Yt−1) = Φ(yt − yt|t−1, Ft|t−1)

fy(yt|αt) f (αt|Yt−1) = Φ(yt − Ztαt − dt, S tHtS ′t) Φ(αt − at|t−1,Σt|t−1)

= Φ(αt − at|t−1 − Kt(yt − yt|t−1), Σt|t−1 − KtFt|t−1K′t )

×Φ(yt − yt|t−1, Ft|t−1) (22)

が用いられている (読者は (22)式の 2つ目の等式が成立することを各自
確認すること)。ただし，yt|t−1，Ft|t−1，Kt は (13)式～ (15)式である。同
様に，更新方程式についても，平均と分散をそれぞれ比較することによ
り，(16)式と (17)式が得られる。
以上のように，カルマン・フィルタの線形の逐次アルゴリズムにのみ
焦点をあててその導出方法を考察した。本節では正規分布に基づいて導
出を行ったが，分布には依存しない方法 (線形最小分散推定量や混合推定
量に基づく方法)でも証明は可能である。また，線形最小分散推定量とし
ての導出については，(1)式と (2)式の状態空間モデルの撹乱項 ϵt，ηt が
互いに相関がある場合にでも，簡単にフィルタリング・アルゴリズムを
求めることができる。撹乱項に相関がある場合のフィルタリング・アル
ゴリズムについては，Burridge and Wallis (1988)，Harvey (1989) を参照
せよ。
次節では，未知パラメータ θが状態空間モデルに含まれている場合の θ
の推定問題について考える。すなわち，(1)式と (2)式の Zt，dt，S t，Ht，
Tt，ct，Rt，Qt が θの関数である場合は，θの推定値を使って，状態変数
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の推定値 at+L|t，at|t，at|T を対応するアルゴリズムから求めなければなら
ない。

5 最尤法による未知パラメータの推定
前節では，観測・遷移方程式の中に未知パラメータが含まれていない
状況を考えた。しかし，通常の推定には大抵の場合，方程式に未知パラ
メータが含まれる。本節では，(1)式と (2)式の観測・遷移方程式に未知
パラメータ (例えば，θ) が含まれる場合，どのようにして未知パラメー
タと状態変数を推定するのかを考える。
未知パラメータの推定に通常よく用いられる方法は最尤法 (maximum

likelihood estimation) である。これは尤度関数 (likelihood function) を最
大にするような未知パラメータの値をその推定値とするものであるので，
この場合，撹乱項の分布関数の仮定を必要とする。4節で述べたように，
正規分布を仮定した場合は通常の線形の逐次アルゴリズムが導かれる。
次の尤度関数はイノベーション・フォーム (innovation form)と呼ばれる。

f (YT ) = f (yT |YT−1) f (yT−1|YT−2) · · · f (y2|y1) f (y1)

=

T∏
t=1

f (yt|Yt−1) (23)

ここで f (y1) = f (y1|Y0)とみなされる。 f (yt|Yt−1)は (10)式の分母に当た
り次のように表される。

f (yt|Yt−1) =
∫

fy(yt|αt) f (αt|Yt−1)dαt (24)

もし観測・遷移方程式が線形で撹乱項が正規分布ならば， f (yt|Yt−1)は平
均 (13)，分散 (14)の正規分布に従う。すなわち，(24)式は，

f (yt|Yt−1) = Φ(yt − yt|t−1, Ft|t−1)

= (2π)−
g
2 |Ft|t−1|−

1
2 exp(−1

2
(yt − yt|t−1)′F−1

t|t−1(yt − yt|t−1))

となる。よって，線形性・正規性の仮定のもとで (23)式のイノベーショ
ン・フォームによる対数尤度関数は次のように表される。

log f (YT ) =
T∑

t=1

log f (yt|Yt−1) =
T∑

t=1

logΦ(yt − yt|t−1, Ft|t−1)

= −Tg
2

log(2π) − 1
2

T∑
t=1

log |Ft|t−1|
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−1
2

T∑
t=1

(yt − yt|t−1)′F−1
t|t−1(yt − yt|t−1) (25)

Zt，dt，S t，Ht，Tt，ct，Rt，Qt が未知パラメータ θに依存しているとき，
(25) 式の尤度関数が θ について最大化される (尤度関数 f (YT ) は未知パ
ラメータ θ の関数であるので， f (YT ) ≡ f (YT ; θ)である)。明示的に θ の
推定値が得られることは稀なので，単純サーチ法 (simple grid search)，ス
コアリング法 (scoring method) 等の方法で尤度関数が最大化される。最
尤法で求められた未知パラメータの推定値を所与として，それぞれのア
ルゴリズムに代入し状態変数の推定値が求められるのである。この最大
化方法の際には，収束計算が用いられる。すなわち，最初に適当な値を
未知パラメータに与えておいて，(11) 式 ～ (17) 式のアルゴリズムから
尤度関数の値を求める。次に，得られたプレディクション，フィルタリ
ング推定値 at|t，Σt|t，at|t−1，Σt|t−1 を与えたもとで，尤度関数を最大にす
る未知パラメータの推定値を求める。この過程が繰り返され，未知パラ
メータの推定値の値が安定するまで続けられる。
このイノベーション・フォームを利用した最尤法によると，最大化に
必要な yt|t−1，Ft|t−1 は (11)～ (17)のカルマン・フィルタ・アルゴリズム
の中で計算される。そこでは追加的な計算を必要としない。
このイノベーション・フォームの尤度最大化の他に，EM (Expectation-

Maximization)アルゴリズムと呼ばれる方法で尤度関数を最大化する方法
もある。この最大化の方法は，すべてのデータ YT = {y1, y2, · · · , yT }を与
えたもとで，対数尤度関数の期待値が最大にされる方法である。観測さ
れない状態変数 αt，t = 1, 2, · · · ,T，は，すべての情報 YT を与えたもとで
の条件付き期待値 (すなわち，at|T，Σt|T )に置き換えられる。このように，
EMアルゴリズムは対数尤度関数の最大化にスムージング推定値を必要
とする。そのため，イノベーション・フォームを用いる方法よりも，余分
の計算 (すなわち，(19)式～ (21)式のスムージング・アルゴリズム)が必
要になる。イノベーション・フォームの尤度最大化によると未知パラメー
タの解は明示的には得られず単純サーチ法等によって行われるが，この
EMアルゴリズムでは推定値はスムージング推定値の関数として明示的
に得られる場合がある。一般に，EMアルゴリズムは真のパラメータの
近傍をすばやく探し出すことができるが，収束は非常に遅いという欠点
を持つ。Shumway and Stoffer (1982)，Watson and Engle (1983)，Tanizaki
(1989)は状態空間モデルに EMアルゴリズムを応用した。また一般的な
EM アルゴリズムの文献としては，Dempster et al. (1977)，Rund (1991)
があげられる。
以上，これまでは，状態空間モデルの定義 (2節)，状態変数の推定問
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題 (3節)，フィルタリング・アルゴリズムの導出 (4節)，加えて，未知パ
ラメータの推定 (5節)について解説した。状態空間モデルを実際に適用
する場合に問題となるのは，初期値 a0，Σ0の扱いと未知パラメータ θの
推定である。フィルタリング・アルゴリズムについては，未知パラメー
タが状態空間モデルの中に含まれていないとき，初期値が与えられると
それ以降のすべての期の状態変数が計算されるアルゴリズムになってい
る。また，未知パラメータの推定については，θ の推定値を明示的な形
で得ることが難しい。したがって，(23)式を最大化するには単純サーチ
法等の方法に頼らざるをえない。未知パラメータの数が増えるとこの方
法も難しくなる。また，スコアリング法も尤度関数を最大にするのに使
われるが，この方法は尤度関数の 2階微分を必要とするので時には複雑
になる。
次節では，非線形・非正規分布のもとでのプレディクション，フィル
タリング，スムージングの導出方法について述べる。

6 非線形・非正規状態空間モデル
モデルが非線形，または，撹乱項が非正規分布の場合には，プレディ
クション (7)式と (8)式，フィルタリング (11)式～ (17)式，スムージン
グ (19)式～ (21)式のように，線形の逐次アルゴリズムを求めることは
一般的には不可能である。
非線形・非正規分布の状態空間モデルでは，(1)式，(2)式は次のよう
に書き直される。

(観測方程式) yt = ht(αt，ϵt) (26)

(遷移方程式) αt = qt(αt−1，ηt) (27)

(1)式，(2)式に含まれる外生変数は関数 ht(·, ·)や qt(·, ·)の中に既に含ま
れているものとする。(4)式，(5)式等の期待値を得ることが最終的な目
的であるので，αt の乱数を発生させて期待値を評価することを考える。
まず，乱数生成の方法について解説を行う。

6.1 乱数生成法
連続型確率変数の密度関数 f (x)から乱数を生成したいが， f (x)から乱
数を生成することが難しい場合を想定する。 f (x)はターゲット密度関数
(target density)と呼ばれる。一方，乱数の生成が簡単にできる別の密度関
数 f∗(x)を選ぶ。 f∗(x)はサンプリング密度関数 (sampling density)と呼ば
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れる。このとき， f∗(x)から生成される乱数を利用して， f (x)からの乱数
を発生させることができる。xi を f (x)から生成された i番目の乱数とす
る。ω(x)をターゲット密度関数とサンプリング密度関数の比に比例する
ものとする。すなわち，ω(x) ∝ f (x)/ f∗(x)と表されるものとする。このと
き，ターゲット密度関数は f (x) ∝ ω(x) f∗(x)として書き直される。ω(x)は
受容確率 (Acceptance Probability)に密接に関連している。受容確率の形
によって，棄却法 (Rejection Sampling，以下 RSと略)，重点的リサンプリ
ング法 (Importance Resampling，以下 IRと略)，Metropolis-Hastingアル
ゴリズム (以下MHと略)の 3つの乱数生成法が考えられる。Liu (1996)，
Tanizaki (2004a)では，3つのサンプリング方法の紹介と比較が行われて
いる。 f (x)から乱数を生成できるには，ω(x)の関数形が既知であること
と f∗(x) から乱数の生成が簡単であることが必要となる。以下に 3 つの
乱数生成法を記しておく (ただし，証明は省略する)。

棄却法 (RS): x∗をサンプリング密度関数 f∗(x)から生成された xの乱数
とする。任意の xについて ω(x)は有限であるとする。このとき，受容確
率は w(x) = ω(x)/ sup

z
ω(z)によって表される。次のようにして，ターゲッ

ト密度関数 f (x)から xの乱数を N 個生成することができる。
(i) サンプリング密度関数 f∗(x) から x の乱数 x∗ を生成し，受容確率

w(x∗)を計算する。
(ii) w(x∗)の確率で xi = x∗とし，1 − w(x∗)の確率で (i)に戻る。すなわ
ち，u を区間 (0,1) での一様乱数としたとき，u ≤ w(x∗) のとき xi = x∗，
u > w(x∗)のとき (i)に戻る。

(iii) i = 1, 2, · · · ,N について，(i)と (ii)を繰り返す。
生成された N 個の乱数 x1，x2，· · ·，xN は互いに独立となっているので，
乱数の精度という観点では，RS は IR や MH よりも最もよいサンプリ
ング方法である。しかしながら，問題は，RSを適用するためには，ω(x)
の上限を求める必要があることである。もし上限がなければ，受容確率
w(x)がほとんどの xでゼロになり，したがって，x∗は (i)，(ii)で xiとし
て採択されないことになる。NRを乱数の平均棄却回数としたとき，ター
ゲット密度関数 f (x)から一つの乱数を得るためには，平均で 1 + NR 個
の乱数を必要とする (言い換えると，採択率は平均で 1/(1+NR)である)。
ω(x)→ ∞は NR → ∞を意味する。 f (x)から N 個の乱数を取り出すため
には， f∗(x)から N(1 + NR)個の乱数を生成する必要がある。RSについ
ては，例えば，Boswell et al. (1993)，O’Hagan (1994)，Geweke (1996)等
を参照せよ。
ω(x)に上限があるという条件を調べるために， f (x)と f∗(x)は共に正
規分布でそれぞれ N(µ, σ2) と N(µ∗, σ2

∗) の分布の場合を考える。このと
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き，ω(x)が有限であるためには，σ2
∗ > σ

2 が必要となる。すなわち，サ
ンプリング密度関数 f∗(x)がターゲット密度関数 f (x)より幅広く分布し
なければならないということになる。
以上のように，RSは ω(x)が有限でなければ使えないということが重
要であり，時にはこの条件を満たさない場合もありうる。また，たとえ
supz ω(z)が有限であったとしても，∑

z ω(z)が非常に大きな値をとる場合，
受容確率 w(x)はほとんどの xでゼロに近くなり，(i)と (ii)の繰り返し回
数 NR が非常に多くなり，乱数生成のための計算時間が膨大になる。

重点的リサンプリング法 (IR): x∗i をサンプリング密度関数 f∗(x)から i
番目に生成された xの乱数とする。受容確率を w(x∗i ) = ω(x∗i )/

∑N
j=1 ω(x∗j)

とする。ターゲット密度関数 f (x) から N 個の乱数を生成するには，次
の通りである。

(i)サンプリング密度関数 f∗(x)から x∗j， j = 1, 2, · · · ,N を生成し，すべ
ての j = 1, 2, · · · ,N について w(x∗j)を計算する。

(ii) w(x∗j)の確率で xi = x∗j とする。
(iii) i = 1, 2, · · · ,N について (ii)を繰り返す。
ステップ (ii) では，具体的には，まず W j を j = 1, 2, · · · ,N について
W j ≡ W j−1 +w(x∗j)として計算する (ただし，W0 ≡ 0である)。そして，区
間 (0,1)で一様乱数 (uとする)を発生させ，W j−1 ≤ u < W j のとき xi = x∗j
とする。IRについては，例えば，Smith and Gelfand (1992)を参照せよ。
乱数の精度という面について，IRは RSより劣る。IRは，サンプリン
グ密度関数から N 個の乱数を生成しておき，それぞれ対応する確率でそ
れらのうち一つを取り出す方法である。よって，IRでは，ターゲット密
度関数から最終的に得られた N 個の乱数の中でいくつかは同じ数値とな
る。一方，RSでは，生成された N 個の乱数はすべて異なった値が得ら
れる。ターゲット密度関数 f (x)から N 個の乱数を得るためには，IRは
ちょうど N 個の乱数がサンプリング密度関数 f∗(x)から生成されればよ
いが，RSは N 個以上 (より正確に言えば，N(1 + NR)個)の乱数をサン
プリング密度関数 f∗(x)から発生させる必要がある。

Metropolis-Hastingアルゴリズム (MH): x∗ を f∗(x)から生成された乱
数とする。受容確率を w(xi−1, x∗) = min(ω(x∗)/ω(xi−1), 1)とする。ターゲッ
ト密度関数 f (x)から N 個の乱数を生成するためには，次のようにすれ
ばよい。

(i) xの初期値を x−M とする。
(ii)サンプリング密度関数 f∗(x)から x∗ を生成し，x∗ と xi−1 を与えた
もとで受容確率 w(xi−1, x∗)を計算する。
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(iii) w(xi−1, x∗) の確率で xi = x∗，それ以外は xi = xi−1 とする。言い
換えると，uを区間 (0,1)の一様乱数としたとき，u ≤ w(xi−1, x∗)のとき
xi = x∗，u > w(xi−1, x∗)のとき xi = xi−1 とする。

(iv) i = −M + 1,−M + 2, · · · ,N について (ii)と (iii)を繰り返す。
以上のようなアルゴリズムで問題となるのは，f∗(x)と Mの選択の仕方で
ある。サンプリング密度関数 f∗(x)はターゲット密度関数 f (x)と同じよ
うな分布を選ぶべきである。サンプリング密度関数 f∗(x)の分散が，ター
ゲット密度関数 f (x)の分散に比べて，大き過ぎたり，小さ過ぎたりする
と正しい乱数が得られない。また，xi−1に依存して f∗(x) = f∗(x|xi−1)とな
るサンプリング密度関数を選んでもよい。MHについては，例えば，Chib
and Greenberg (1995)，Geweke (1996)，Geweke and Tanizaki (2003)を参
照せよ。

MHでは，十分に大きな M について，x1 がターゲット密度関数 f (x)
から生成された xの乱数とみなされる。x1 が f (x)からの乱数であれば，
x2もまた f (x)からの乱数となっている。そのため，x1，x2，· · ·，xN はす
べて f (x)から生成された乱数となっている。このように，N 個の乱数を
得るためには，サンプリング密度関数 f∗(x)から M + N 個の乱数を生成
する必要がある。ただし，明らかに Cov(xi−1, xi) > 0である。なぜなら，
アルゴリズムのステップ (ii)，(iii)で，xiは xi−1をもとにして生成されて
いるからである。したがって，乱数の精度という面では，MHは 3つの
乱数生成方法の中で最も悪い方法であると言える。Mの選択については，
Geweke (1992)が CD (Convergence Diagnostic)検定を提案した。x1，x2，
· · ·，xN の乱数の最初と最後の 2，3割程度のサンプルを取り出してそれ
ぞれの平均に差があるかどうかの検定を行い，差がないという結果であ
れば x1，x2，· · ·，xN はすべて f (x)から生成された乱数となっていると
みなす。

xi−1 と xi との間の正の相関をなくすための方法として，N = 1として
(i)～ (iv)を実行する。別の初期値 x−M を取って，N 回繰り返す。これに
とると，ターゲット密度関数 f (x)から一つの乱数を生成するのに，サン
プリング密度関数 f∗(x)から M + 1個の乱数を使うことになる。すなわ
ち，ターゲット密度関数 f (x) から N 個の乱数を生成するためには，サ
ンプリング密度関数 f∗(x)から N(M + 1)個の乱数を生成する。このよう
にすると，N 個の互いに独立な乱数を作ることができる。乱数の精度と
しては，M の大きさによって，この方法は RSと同程度の精度が得られ
る。しかし，計算の負担が極端に多くなる。しかも，M > NR であれば
RSよりも計算面での効率は悪くなる。したがって，この方法はあまり実
際には用いられない。
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6.2 フィルタリング
状態変数の推定に上述のサンプリング法を適用する。αi,t|s を密度関数

f (αt|Ys)から生成された αt の i番目の乱数とする。もし乱数 α1,t|s，α2,t|s，
· · ·，αN,t|s (s = t,T，t = 1, 2, · · · ,T )が生成されたとすると，(4)式，(5)式
はE(αt|Ys) ≡ at|s ≈ (1/N)

∑N
i=1 αi,t|s，Var(αt|Ys) ≈ (1/N)

∑N
i=1(αi,t|s−at|s)(αi,t|s−

at|s)′ として求められる。
とりあえず，αi,t−1|t−1，i = 1, 2, · · · ,N は既に生成されていて利用可能で
あると考える。このときに，αi,t|t，i = 1, 2, · · · ,N を生成する方法を考え
る。初期値 α0 が確率変数かどうかで，αi,0|0，i = 1, 2, · · · ,N は fα(α0)か
ら生成されることになるか，または，すべての iについてある一定の値
をとることになる。
フィルタリング密度関数 (10)式について，2通りの表し方がある。一
つは，(10)式から， f (αt|Yt)は次のように表される。

f (αt|Yt) ∝ fy(yt|αt) f (αt|Yt−1) ∝ ω1(αt) f (αt|Yt−1) (28)

ただし，ω1(αt) ∝ fy(yt|αt)とする。この場合，6.1節の f∗(x)と ω(x)はそれ
ぞれ f (αt|Yt−1)とω1(αt)に対応する。fy(yt|αt)は (26)式から変数変換によっ
て得られるので，ω1(αt)の関数形は既知である。αi,t−1|t−1，i = 1, 2, · · · ,N
を与えたもとで，f (αt|Yt−1)から生成される αtの乱数は，遷移方程式 (27)
式から簡単に得られる。したがって，αi,t−1|t−1 を与えたもとで，αi,t|t の乱
数生成方法は次のようになる。

(i) α0を確率変数と仮定するなら fα(α0)から α0の乱数 (i番目の乱数を
αi,0|0 とする)を N 個発生させる。または，α0 を非確率変数と仮定
するなら α0 に何らかの値を与える (すべての iについて αi,0|0 = α0

とする)。
(ii) f (αt|Yt−1)から αt の乱数 (α∗t とする)を生成する。α∗t は f (αt|Yt)か
ら生成される αt の i番目の乱数 (αi,t|t とする)の候補となる。

(iii) α∗t に基づいて， f (αt|Yt)から生成された αt の i番目の乱数 (αi,t|t と
する)が得られる。ここで乱数生成の方法は，上述の RS，IR，MH
等のいづれかを用いればよい。

(iv) i = 1, 2, · · · ,N について，(ii)と (iii)を繰り返す。
(v) t = 1, 2, · · · ,T について，(ii)～ (iv)を繰り返す。
ステップ (ii) で，α∗t はサンプリング密度関数 f (αt|Yt−1) から生成される
乱数であり，この場合は α∗i,t = αi,t|t−1 となる。ただし，αi,t|t−1 は，ηt の乱
数 (ηi,t とする)を生成して，遷移方程式 αi,t|t−1 = qt(αi,t−1|t−1, ηi,t)から得ら
れる。
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Gordon et al. (1993)，Kitagawa (1996，1998)，Kitagawa and Gersch
(1996)は，(28)式に IRを適用してフィルタリングを提案した。すなわち，
ステップ (iii)の乱数生成で IRを用いた。Tanizaki (1996，1999)，Hürzeler
and Künsch (1998)は (28)式に RSを適用した。

t時点に構造変化や異常値があった場合，フィルタリング密度関数 f (αt|Yt)
はプレディクション密度関数 f (αt|Yt−1)から乖離する。この状況下では，
(28)式に基づいた IRやMHによる f (αt|Yt)から αt の乱数は非現実的な
ものとなる。また，RSについては，受容確率が非常に小さくなるため，
計算時間が極端に長くなる。さらに，ηt から乱数が生成するのが難しい
場合， f (αt|Yt−1)から αt の乱数を生成するのも難しくなる。よって，フィ
ルタリング密度関数の二つ目の表し方として，より良い乱数を発生させ
るために αt のサンプリング密度関数 f∗(αt|αt−1)を明示的に導入する。プ
レディクション密度関数 (9)式をフィルタリング密度関数 (28)式に代入
して，次のように変形される。

f (αt|Yt) ∝ fy(yt|αt) f (αt|Yt−1) =
∫

fy(yt|αt) fα(αt|αt−1) f (αt−1|Yt−1) dαt−1

∝
∫

f (αt, αt−1|Yt) dαt−1

αt−1 に関する積分を取り除くと，Yt を与えたもとで αt と αt−1 の条件付
密度関数 f (αt, αt−1|Yt)は以下のように書き直される。

f (αt, αt−1|Yt) ∝ fy(yt|αt) fα(αt|αt−1) f (αt−1|Yt−1) dαt−1

∝ ω2(αt, αt−1) f∗(αt|αt−1) f (αt−1|Yt−1) (29)

ただし，ω2(αt, αt−1) ∝ fy(yt|αt) fα(αt|αt−1)/ f∗(αt|αt−1)である。
(29)式では，f∗(αt|αt−1) f (αt−1|Yt−1)がサンプリング密度関数となる。f (αt−1|Yt−1)
から生成された αt−1 の N 個の乱数 αi,t−1|t−1，i = 1, 2, · · · ,N が利用可能と
する。 f (αt−1|Yt−1)から αt−1 の乱数を生成することは，α1,t−1|t−1，α2,t−1|t−1，
· · ·，αN,t−1|t−1 から 1つを同じ確率 (すなわち，1/N) で選ぶことである。
αi,t−1|t−1 を与えて， f∗(αt|αi,t−1|t−1)から αt の i番目の乱数 α∗i,t を生成する。
このように，ω2(αt, αt−1)の関数形は既知で，しかも，(αt, αt−1)の乱数は
f∗(αt|αt−1) f (αt−1|Yt−1) から生成できるので， f (αt, αt−1|Yt) からの (αt，αt−1)
の乱数は RS，IR，MHを通して生成可能である。f (αt, αt−1|Yt)からの (αt

，αt−1)の i組目の乱数を (αi,t|t, αi,t−1|t)とする。αi,t|tと αi,t−1|tの 2つの乱数が
同時に得られるが，フィルタリングに関する乱数は αi,t|tである。αi,t−1|tは
固定ラグスムージング (3.3節の固定ラグスムージングについて，L = 1，
かつ，tを t − 1で置き換えたものに対応する)である。 f (αt, αt−1|Yt)から
生成される αt の乱数は， f (αt|Yt)から生成される αt の乱数と同じ性質を
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持つ。 f∗(αt|αt−1) を，αt−1 に依存しないで， f∗(αt) としてもよい。RS を
適用する場合，αt と αt−1 の任意の値に対して ω2(αt, αt−1) が有限でなけ
ればならない。(29)式に基づくと，時には，RSは適用不可能な場合も起
こる。よって，(29)式を選んだ場合は，乱数生成の容易さという意味で，
IRやMHがより良い乱数生成法と言えるであろう。
以上をまとめると，αi,t−1|t−1 を与えたもとで，αi,t|t の生成方法は，(i)，

(iv)，(v)は (28)式に基づいたものと同じアルゴリズムで，(ii)と (iii)を
以下のものに代えればよい。

(ii) サンプリング密度関数 f∗(αt|αt−1) f (αt−1|Yt−1) から (αt, αt−1) の乱数
(α∗t , α∗t−1)を生成する。

(iii) (α∗t , α∗t−1) に基づき，RS，IR や MH を用いて，Yt を与えたもとで
(αt, αt−1)の i組目の乱数 (αi,t|t, αi,t−1|t)を得る。αi,t|t が f (αt|Yt) 生成
された乱数となる。

N 個の乱数 α1,t−1|t−1，α2,t−1|t−1，· · ·，αN,t−1|t−1 が利用可能であるとき，ス
テップ (ii)で，f (αt−1|Yt−1)から αt−1の乱数を生成させるには，N個の乱数
から同じ確率 (すなわち，1/N)で一つを選べばよい。すなわち，1, 2, · · · ,N
から等確率で選び出された iについて，α∗t−1 = αi,t−1|t−1 とする。

6.3 固定区間スムージング
スムージングでは，線形アルゴリズムと同様に，分布関数に基づいて

後ろ向きの逐次アルゴリズムとなっている。そのため，αi,t+1|T を与えた
もとで，αi,t|T を生成することを考える。T 時点において，スムージング
の乱数とフィルタリング乱数は同じものであり，αi,T |T によって表される。
αi,T |T を与えたもとで，αi,T−1|T が得られ，最後に初期値のスムージング乱
数 αi,0|T が生成される。

(18)式に基づいて，スムージング密度関数に関する 3種類の表現方法
(後述の (30)式，(32)式，(33)式の 3種類)がある。(18)式から，αt+1 の
積分を取り除くと，一つ目のスムージング密度関数 f (αt+1, αt|YT )の表し
方が次のように得られる。

f (αt+1, αt|YT ) ∝ ω3(αt+1, αt) f (αt|Yt) f (αt+1|YT ) (30)

ただし，ω3(αt+1, αt) ∝ fα(αt+1|αt)/ f (αt+1|Yt)である。(30)式の ω3(αt+1, αt)
に含まれる f (αt+1|Yt) を評価するためには，L = 1 のときのプレディク
ション (6)式を利用して，次のようにモンテ・カルロ積分を行えばよい。

f (αt+1|Yt) =
∫

fα(αt+1|αt) f (αt|Yt) dαt ≈
1
N′

N′∑
j=1

fα(αt+1|α j,t|t) (31)
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N′ は必ずしも N に等しくする必要はない。計算負担を減らすためには，
N′ を N より小さくすればよい。N 個の乱数 α1,t|t，α2,t|t，· · ·，αN,t|t から，
ランダムに N′ 個の乱数を取り出し，(31) 式の積分を計算すればよい。
(31)式によると，スムージングはフィルタリングより N′倍の計算を要す
るということになる。すなわち，各 t 時点で，計算量はスムージングで
N × N′，フィルタリングで N のオーダーとなる。

(30)式では，サンプリング密度関数は f (αt+1|YT ) f (αt|Yt)となる。αt の
乱数は f (αt|Yt)から生成され，αt+1 の乱数は f (αt+1|YT )から生成される。
f (αt|Yt)からの αtのサンプリングは，αi,t|t，i = 1, 2, · · · ,Nからランダムに
等確率 (すなわち，1/N)で一つ選ぶことになる。f (αt+1|YT )から αt+1のサ
ンプリングもまた，αi,t+1|T，i = 1, 2, · · · ,N からランダムに等確率 (すなわ
ち，1/N)で一つ選べばよい。このように，(αt, αt+1)の乱数の候補 (α∗t , α∗t+1

とする)を生成することができる。(α∗t , α∗t+1)に基づき，RS，IRやMHを
用いて，YT を与えたもとで (αt, αt+1)の i組目の乱数 (αi,t|T , αi,t+1|T )を得る
ことができる。この場合，αi,t+1|T は必要としない (なぜなら，αi,t+1|T は前
段階で既に得られているからである)。必要なのは αi,t|T であり，αi,t+1|T は
捨てられることになる。以上をまとめると，αi,t+1|T を与えたもとで，αi,t|T

の生成方法は次のようになる。
(i) あらかじめ，フィルタリング密度関数から乱数αi,t|t，i = 1, 2, · · · ,N，

t = 0, 1, · · · ,T を生成しておく。T 時点 (最終時点)でのスムージン
グの乱数 αi,T |T はフィルタリング乱数は同じものであり，これをス
ムージング乱数の出発点にする。

(ii) サンプリング密度関数 f (αt|Yt) f (αt+1|YT ) から (αt, αt+1) の乱数 (α∗t ,
α∗t+1)を生成する。

(iii) (α∗t , α∗t+1)に基づき，RS，IRや MHを用いて，YT を与えたもとで
(αt, αt+1)の i組目の乱数 (αi,t|T , αi,t+1|T )を得る。αi,t|T が f (αt|YT )から
生成された乱数となる。

(iv) i = 1, 2, · · · ,N について，(ii)と (iii)を繰り返す。
(v) t = T − 1,T − 2, · · · , 0について，(ii)～ (iv)を繰り返す (逆向きの逐
次アルゴリズム)。

ステップ (i)で (α∗t , α∗t+1)を生成するためには，それぞれ次のようにする。
α∗t については， αi,t|t，i = 1, 2, · · · ,N からランダムに等確率で一つを選び
出し，それを α∗t とする。α∗t+1 については，αi,t+1|T，i = 1, 2, · · · ,N から等
確率で一つを選び出し，それを α∗t+1 とする。
さらに，(30)式の f (αt|Yt)を (28式に置き換えると，次のようにスムー
ジング密度関数 f (αt+1, αt|YT )の二つ目の表現を得る。

f (αt+1, αt|YT ) ∝ ω4(αt+1, αt) f (αt|Yt−1) f (αt+1|YT ) (32)
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ただし，ω4(αt+1，αt) ∝ fy(yt|αt) fα(αt+1|αt)/ f (αt+1|Yt) ∝ ω1(αt)ω3(αt+1, αt)と
する。(32)式では，f (αt+1|YT ) f (αt|Yt−1)がサンプリング密度関数として採
用される。(30)式と (32)式との違いは αt のサンプリング密度関数にあ
る。前者は f (αt|Yt)に基づくが，後者は f (αt|Yt−1)を利用する。(30)式や
(32)式によって， f (αt+1, αt|YT )から (αt+1, αt)の乱数 (αi,t+1|T , αi,t|T とする)
を生成することができる。t = T − 1,T − 2, · · · , 0 について繰り返して，
αi,t|T を後ろ向きの逐次計算によって得ることができる。
以上をまとめると，αi,t+1|T を与えたもとで，αi,t|T の生成方法は，(i)，

(iii)～ (v)は (30)に基づいたものと同じアルゴリズムで，(ii)を以下のも
のに入れ替えればよい。

(ii) サンプリング密度関数 f (αt|Yt−1) f (αt+1|YT )から (αt, αt+1)の乱数 (α∗t ,
α∗t+1)を生成する。

αt の乱数 αi,t|t−1は遷移方程式 αi,t|t−1 = qt(α j,t−1|t−1, ηi,t)から生成できる。た
だし，ηi,tは ηtの i番目の乱数であり，jは 1，2，· · ·，Nから無作為に一つ
選ばれる。また，f (αt+1|YT )からの αt+1の乱数は，αi,t+1|T，i = 1, 2, · · · ,N，
から無作為に一つ選べばよい。

tが T に近づくにつれて，Yt は YT と同じになる (すなわち，フィルタ
リングは固定区間スムージングに近づく)。そのため，tが T に近いとき
にスムージング密度関数からの乱数を得るためには，(30)式では f (αt|Yt)，
(32) 式では f (αt|Yt−1) を αt のサンプリング密度関数として選べばよい。
しかし，t が初期値に近い場合， f (αt|Yt) や f (αt|Yt−1) は f (αt|YT ) から乖
離する場合が起こる。したがって，この場合の問題を改善するためには，
スムージング密度関数の三つ目の表現として，αt に関するサンプリン
グ密度関数 f∗(αt|αt−1, αt+1)を明示的に取り入れる必要がある。(32)式に
(9)式を代入して，αt−1 に関する積分を取り除くと，YT を与えたもとで
の (αt+1, αt,αt−1) の条件付密度関数，すなわち，スムージング密度関数
f (αt+1, αt, αt−1|YT )が次のように得られる。
f (αt+1, αt, αt−1|YT ) ∝ ω5(αt+1, αt, αt−1) f (αt−1|Yt−1) f∗(αt|αt−1, αt+1) f (αt+1|YT )

(33)

ただし，ω5(αt+1, αt, αt−1) ∝ ω4(αt+1, αt) fα(αt|αt−1)/ f∗(αt|αt−1, αt+1) である。
(33)式では，サンプリング密度関数は f (αt+1|YT ) f∗(αt|αt−1, αt+1) f (αt−1|Yt−1)
となる。 f (αt+1|YT )と f (αt−1|Yt−1)から αt+1 と αt−1 の乱数が独立に生成さ
れて後，αt の乱数が別のサンプリング密度関数 f∗(αt|αt−1, αt+1)から生成
される。
αi,t+1|T を与えたもとで，αi,t|T の生成方法は，(i)，(iii)～ (v)は (30)に
基づいたものと同じアルゴリズムで，(ii) を以下のものに入れ替えれば
よい。
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(ii) サンプリング密度関数 f (αt+1|YT ) f∗(αt|αt−1, αt+1) f (αt−1|Yt−1)から (αt+1,
αt, αt−1)の乱数 (α∗t+1, α∗t , α∗t−1)を生成する。

このようにして，(αi,t+1|T , αi,t|T , αi,t−1|T )が (33)式から得られる。ここで必
要とする乱数は αi,t|T であり，αi,t+1|T と αi,t−1|T は捨てられる。αi,t+1|T は前
段階で既に得られており，αi,t−1|T は次の段階でもう一度得られる乱数で
ある。また， f∗(αt|αt−1, αt+1) = f∗(αt) もまた αt のサンプリング密度関数
の一つの候補となりうる。

(28)式，(29)式はフィルタリングであり，(30)式，(32)式，(33)式は
スムージングに対応する。これらの式をもとにして，αt の乱数が生成さ
れる。6.1節の f (x)， f∗(x)，ω(x)との対応を表 1にまとめておく。ただ
し，xは確率変数， f (x)はターゲット密度関数， f∗(x)はサンプリング密
度関数，ω(x)はターゲット密度関数とサンプリング密度関数の比で xに
関わる部分をそれぞれ表すものとする。

(28)式に基づいた IRフィルタは Gordon et al. (1993)，Kitagawa (1996，
1998)，Kitagawa and Gersch (1996)によって提案された。(28)式をもとに
して RSフィルタを Tanizaki (1996，1999，2001a)，Tanizaki and Mariano
(1998)，Hürzeler and Künsch (1998)は提案した。(28)式に基づくMHフィ
ルタ，(29)式に基づく IR，RS，MHフィルタ，(30)式，(32)式，(33)式を
もとにした IR，RS，MHスムーザ (smooter)は Tanizaki (2001a，2004a)
によって議論された。
乱数の精度の面から，RSがMHより優れている。しかし，RSは適用
範囲はMHより狭い。RSの性質は (i) ω(·)の上限が存在するときにのみ
RSを適用できる，(ii)乱数の精度はサンプリング密度関数の選択には依
存しない (計算時間はサンプリング密度関数の選択に大いに依存する)。
ω(·) の上限が存在しなければ，RS を用いることはできない。例え，上
限が存在していたとしても，特殊な場合を除いて，一般的には，ω2，ω3，
ω4，ω5の上限を求めることは難しい。それでも，αt に関して fy(yt|αt)の
上限が存在する場合が多いので，ω1 の上限は存在する場合は多い。よっ
て，RSを用いる場合には，(29)式，(30)式，(32)式，(33)式よりむしろ，
フィルタリングの (28)式に限って用いる方がよい。
それぞれの乱数生成方法について，各時点での必要な乱数の平均生成
数が表 2に示されている。NR と M はターゲット密度関数とサンプリン
グ密度関数の関数形に依存する (NR は RSにおける一つの乱数を生成す
るために必要な平均棄却回数を表し，M は MH における分析には用い
られない最初の乱数の個数を表す)。IR，RS，MHについて，計算時間の
オーダーが表 2に示されている。しかし，IRについては，表 2の値を N
倍して，計算時間のオーダーはフィルタリングでは N2，スムージングで
は N2 × N′とされるべきである。なぜなら，IRでは，一つの乱数を生成
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表 1: (28)式～ (30)式，(32)式，(33)式と x，f (x)，f∗(x)，ω(x)との関係
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表 2: t時点における乱数の生成数

サンプリング フィルタリング スムージング
方法 (28)式，(29)式 (30)式，(32)式，(33)式
RS N(1 + NR) N(1 + NR) × N′

IR N N × N′

MH N + M (N + M) × N′

するためには，N 個のウエイトから一つを選ぶことになるので，N 倍の
繰り返しを要するからである (これはプログラミングの工夫によって繰
り返し回数を減らすことが出来るので，一概には，N 倍になるとは言え
ない)。
フィルタリングとスムージングとで異なる乱数生成方法を採用するこ
とも可能である。例えば，(28)式に基づいて RSをフィルタリングでは
使い，(30)式をもとにして IRをスムージングでは採用するといったこと
も可能である。さらに，フィルタリングでは異なる時点で (28)式，(29)
式を併用したり，スムージングについても (30)式，(32)式，(33)式を組
み合わせることもできる。一つの例を示すと，ある時点 t′ で構造変化，
または，異常値があったとしよう。この場合，プレディクション密度関
数 f (αt′ |Yt′−1)とフィルタリング密度関数 f (αt′ |Yt′)は大きく異なることが
十分に考えられる。この状況下で，フィルタリングで (28)式を用いると，
IRやMHについては f (αt′ |Yt′)から生成された αt′ の乱数は尤もらしい値
とはならない。また，RSについては f (αt′ |Yt′)から αt′ の乱数を生成する
ために極端に計算時間が増大することになる。よって，(29)式で用いら
れる αt′ のサンプリング密度関数 f∗(αt′ |αt′−1)を取り入れると，より効率
的な乱数の生成が可能になることが予想される。このように状況に応じ
て，時点 t′ では (29)式を使い，それ以外の時点では (28)式を使うよう
にすることも可能である。

f (αt|Yt−1) から αt の乱数生成が難しいとき，すなわち，ηt の密度関数
は既知であるが乱数を生成するのが難しい場合にも，サンプリング密度
関数 f∗(αt|αt−1)を利用して αt の乱数を生成することができる。
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図 1: 真の尤度関数と Simulated尤度関数
f (YT ; θ)

θ

f (YT ; θ∗)

θ∗

×
×

×
× × ×

θ̂

@@R

Simulated尤度関数

@@I 真の尤度関数

6.4 最尤法によるパラメータ推定
(26)式，(27)式に未知パラメータ (θとする)が含まれている場合を考
える。尤度関数 (23)式は，(24)式に注意すると，

f (YT ) ≡ f (YT ; θ) =
T∏

t=1

∫
fy(yt|αt) f (αt|Yt−1)dαt

≈
T∏

t=1

( 1
N

N∑
i=1

fy(yt|αi,t|t−1)
)

(34)

と近似できる。ηi,t は ηt の i 番目の乱数とする。αi,t|t−1 を f (αt|Yt−1) か
ら生成された αt の乱数は， j を 1, 2, · · · ,N からランダムに一つ選んで，
αi,t|t−1 = qt(α j,t−1|t−1, ηi,t)として生成される。(34)式は Simulated尤度関数
と呼ばれ，θ について最大化される。最大化の方法は，4 節で解説した
線形・正規性の場合と同様に，単純サーチ法やスコアリング法が用いら
れる。
しかし，Simulated尤度関数を最大化する場合，θのある値に対応して，
αi,t|t−1 の値が大きく異なってしまう。これを示したものが図 1 である。
データ yt を与えたもとで，真の尤度関数を最大にする θを θ∗とする。図
中の ×で表された値は，θを与えたときの Simulated尤度関数の値を示し
ている。すなわち，Simulated尤度関数は真の尤度関数の値の周りで分布
する確率変数であり，図中の ×はその実現値を表す。6通りの θの値に
ついて，それぞれに対応する 6通りの実現値が ×として得られたとしよ
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う。この場合，θ∗が尤度関数の最大値であるにもかかわらず，Simulated
尤度関数の実現値の最大値となっている θ̂が θの最尤推定値として選ば
れることになる。
このような状況を回避するために，Kitagawa (1998)は Self-Organizing
フィルタを提案した。これは未知パラメータも状態変数 (すなわち，θt =
θt−1 とする) とみなし，状態変数と同時にパラメータも推定しようとい
うものである。その他では，Markov Chain Monte Carlo (MCMC)と呼ば
れる乱数生成法である Gibbs samplerと MHアルゴリズムを組み合わせ
て，状態空間モデルに応用される。Gibbs sampler とは，条件付き分布
から順番に生成した乱数の収束先は無条件分布から生成した乱数に等し
くなるという性質を利用した乱数生成法である。ベイズ統計学の分野で
近年非常によく用いられる。例えば，θ の事前分布を flat prior (または，
improper priorや diffuse priorとも呼ばれる)と仮定したとき，真の尤度関
数を θの密度関数に比例するとみなして θの乱数を生成し，その平均値
を推定値とする。紙面の都合上このあたりの解説は省略するが，参考文
献は Geweke and Tanizaki (1999，2001)，Jacquier et al. (1994)，Watanabe
(2000)，Watanabe and Omori (2004)，渡部 (2000)を参照せよ。
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