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1 事象と確率
1.1 事象

試行，標本点，標本空間
試行： 考察の対象となる実験 (または，観測)を行うこと
標本点 ω： 試行によって得られる個々の結果
標本空間 Ω： 標本点全体の集合
例： サイコロ投げ：
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サイコロ投げ１回の試行
標本点： 1, 2, 3, 4, 5, 6 の六つ
標本空間： Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

事象とその演算
事象 A： 標本空間 Ω の部分集合
ω： 事象 A を構成する標本点の一つ
ω ∈ A

例： サイコロ投げ：
サイコロ投げ１回の試行
E = {2, 4, 6}： 偶数の目が出る事象
F = {1, 2, 3}： 3以下の目が出る事象
和事象：E ∪ F： 事象 E と F のどちらか一方に属する標本点 ω の全体か
ら成る集合
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積事象：E ∩ F： 事象 E と F のどちらにも属する標本点全体の集合
余事象：Ec： 事象 E に属さない標本点の集合
空事象：ϕ： 標本点を全然含まない事象
全事象：Ω： 全部を含む事象
排反：E ∩ F = ϕ のとき，事象 E と F は互いに排反である
例：コイン投げ3回
表を H，裏を T とする。
標本点は次の 8 つ：
ω1 = {H,H,H},
ω2 = {H,H, T},
ω3 = {H,T,H},
ω4 = {H,T, T},
ω5 = {T,H,H},
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ω6 = {T,H, T},
ω7 = {T, T,H},
ω8 = {T, T, T}
標本空間： Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6, ω7, ω8}
2 回目が表であるという事象 E：
E = {ω1, ω2, ω5, ω6}
2 回表が出るという事象 F：
F = {ω2, ω3, ω5}
E ∪ F = {ω1, ω2, ω3, ω5, ω6}
E ∩ F = {ω2, ω5}
Ec = {ω3, ω4, ω7, ω8}
F c = {ω1, ω4, ω6, ω7, ω8}
(E ∪ F )c = {ω4, ω7, ω8}
Ec ∩ F c = {ω4, ω7, ω8}
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(E ∪ F )c = Ec ∩ F c =⇒ ド・モルガンの法則
(E ∩ F )c = {ω1, ω3, ω4, ω6, ω7, ω8}
Ec ∪ F c = {ω1, ω3, ω4, ω6, ω7, ω8}
(E ∩ F )c = Ec ∪ F c =⇒ ド・モルガンの法則

1.2 確率

事象 A の確率： P (A)

0 ≤ P (A) ≤ 1

P (Ω) = 1, P (ϕ) = 0

事象 A と B は互いに排反であるとき，P (A ∪ B) = P (A) + P (B)

条件付き確率： 事象 B の条件のもとで事象 A の確率
=⇒
P (A|B) =

P (A ∩ B)

P (B)
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P (A ∩ B) = P (A|B)P (B) =⇒ 乗法定理
事象 A と B は独立： P (A ∩ B) = P (A)P (B)

公式：
P (Ac) = 1 − P (A)

P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B) =⇒ 加法定理
A ⊂ B のとき，P (A) ≤ P (B)

2 確率変数と分布
2.1 1 次元の確率変数と分布

確率変数 X： 標本空間 Ω の上で定義された実数値関数 X = X(ω) を考
える。
X = X(ω)： 試行結果 (標本点) ω が定まると X の値が定まる。
X(ω)がある区間 I の中の値であるような標本点 ω の集合：{ω;X(ω) ∈ I}
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{ω;X(ω) ∈ I} を事象 {X ∈ I} と書く。
離散型確率変数と確率分布：
確率変数 X の取りうる値を a1, a2, · · · とするとき，

P (X = ai) = f(ai), i = 1, 2, · · ·

f(ai)： X の確率分布
性質：

f(ai) ≥ 0, i = 1, 2, · · ·∑
i

f(ai) = 1

ある集合 A について，
P (X ∈ A) =

∑
ai∈A

f(ai)
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となる。
連続型確率変数と確率密度関数：
ある区間 I について，

P (X ∈ I) =

∫
I

f(x)dx

f(x)： X の確率密度関数
性質：

f(x) ≥ 0,∫ ∞

−∞
f(x)dx = 1

また，

P (X = x) =

∫ x

x

f(t)dt = 0,
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P (X ∈ A) =

∫
A

f(x)dx

分布関数：P (X ≤ x) = F (x)

F (x)： X の分布関数
性質：
x1 < x2 のとき，F (x1) ≤ F (x2)

P (a < X ≤ b) = F (b) − F (a)

F (−∞) = 0, F (+∞) = 1

1. 離散型確率変数：
F (x) =

∑
ai≤x

f(ai),

F (ai) − F (ai − 0) = f(ai)

2. 連続型確率変数：
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F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt,

F ′(x) = f(x)

重要な分布：
1. ベルヌイ分布：
離散型確率変数 X の取りうる値は 0, 1 のどちらかで，その確率分布は，

P (X = k) = pk(1 − p)1−k, k = 0, 1

0 < p < 1

2. 2 項分布：
離散型確率変数 X の取りうる値が 0, 1, 2, · · · , n で，その確率分布は，

P (X = k) = b(k;n, p)
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≡ nCkp
k(1 − p)n−k,

k = 0, 1, · · · , n

0 < p < 1

3. ポアソン分布：
離散型確率変数 X の取りうる値が 0, 1, 2, · · · で，その確率分布は，

P (X = k) = p(k;λ)

≡ e−λλ
k

k!
, k = 0, 1, · · ·

λ > 0

np = λ (一定) のもとで，n −→ ∞ のとき，

b(k;n, p) −→ p(k;λ)
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4. 正規分布：
連続型確率変数 X の確率密度関数は，

f(x) =
1

√
2πσ2

e−
1

2σ2 (x−µ)2

X ∼ N(µ, σ2)

N(0, 1) =⇒ 標準正規分布
5. 一様分布：
連続型確率変数 X の確率密度関数は，

f(x) =


1

b − a
, a ≤ x ≤ b のとき

0, その他のとき

6. 指数分布：
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連続型確率変数 X の確率密度関数は，

f(x) =

{
λe−λx, 0 < x のとき
0, その他のとき

λ > 0

λ =
1

2
のとき，自由度 2 のカイ自乗分布に等しい。

7. χ2 (カイ2乗)分布 (自由度 n)：
連続型確率変数 X の確率密度関数は，

f(x) =


1

Γ(n
2
)
2−n

2x
n
2
−1e−

x
2 , x ≥ 0 のとき

0, x < 0 のとき

Γ(s) =

∫ ∞

0

us−1e−udu =⇒ ガンマ関数
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Γ(s + 1) = sΓ(s), Γ(1) = 1, Γ(
1

2
) =

√
π

8. t 分布 (自由度 n)：
連続型確率変数 X の確率密度関数は，

f(x) =
Γ(n+1

2
)

Γ(n
2
)

1
√
nπ

(
1 +

x2

n

)−n+1
2

9. Cauchy 分布：
連続型確率変数 X の確率密度関数は，

f(x) =
1

π(1 + x2)

自由度 1 の t 分布に等しい。
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