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周波数領域における時系列間の因果性の変化の検証に関して∗

木下 亮† ・大屋 幸輔‡

概 要

時系列間の因果性の検証には Grangerによる因果性検定など代表的な方法があるが，本稿では構造変化

が因果性の大きさに，どのような変化をもたらしたかを検証する方法を提案する．Hosoya (1991), Geweke

(1982) において定義された周波数領域上での因果性測度を利用し，構造変化の時点を既知とした上で，因果

性の変化の程度を測り，有意な変化が生じているかどうかを検証するためのWald検定統計量を提案した．

この検定統計量では各周波数における因果性の変化を検出することが可能であり，さらに誤差修正モデルに

おいても応用が可能である．検定統計量の有限標本における特性をモンテカルロ実験によって確認し，応用

例として日米の株価指数を用いた実証分析を行った．
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1 はじめに

標本期間の異なる統計的推測に際して，必ずしも同一のパラメータの推定値が得られるとは限らない．異

なる推定結果を得た場合，モデルの特定化が異なった場合，モデルの構造は変化していることになる．一方

で，モデルの構造の変化が変数間の因果性に，どの程度の変化をもたらすのかは明らかではない．本稿では

そのような構造変化が，時系列間の因果性をどのように変化させたのかを検証する方法を提案する．

時系列間の因果性の測度は Granger (1963,1969) によって一期先予測誤差の分散比という形で導入され，

Geweke (1982)では Grangerの因果性測度の単調変換を一期先予測誤差のスペクトル分解の公式を用いて分

解することで，周波数領域での因果性測度を提案している．

Geweke (1982)の因果性測度は，定常なVARモデル (ベクトル自己回帰モデル)を対象としており，VARモ

デルによる表現が可能でない時系列モデルに対しては因果性測度は定義されていない．また VARモデルの中

でも特定の仮定を満たさない場合には周波数領域への分解が必ずしも成立していない．その後Hosoya (1991)

で，この問題を克服する因果性測度が新たに導入された．Geweke (1982)と同様に，Hosoya (1991)で定義さ

れた因果性測度はGranger因果性測度の考え方を背景に持っており，確率変数 Y 固有のショックから確率変

数XへのGranger因果性測度に単調な変換を施すことで，Y からXへの因果性測度を定義している．この因

果性測度ではX のフィードバック効果が取り除かれている．更に，この因果性測度ではGranger(1963,1969)

やGeweke (1982)が対象としていた VARモデル以外においても定義することが可能となっている．Geweke

(1982)と Hosoya (1991)の因果性の測度は特定の仮定の下では一致するが，Hosoya (1991)の方がより一般

的な定義となっている．

Yao and Hosoya (2000)ではHosoya (1991)を拡張し，非定常時系列間の因果性測度を定義し，特に誤差修

正モデルにおける因果性測度の推定方法とWald検定統計量による検定法が提案されている．Breitung and

Candelon (2006)では，Geweke (1982)とHosoya (1991)の因果性測度に基づいて，因果性測度がゼロである

ことと同値な時系列モデルへの線形制約とそれに関する検定統計量を導出している．また Hosoya (2001)で

は，第三の確率変数が存在する場合の偏因果性測度を定義している．国友・山本 (1986)では，Akaike (1968)

で導入された RPC(相対的パワー寄与率)を用いた因果性の検定を提案し，国内マクロ時系列を用いた実証分

析を行っている．国友・山本 (1986)の検定方法は Geweke (1982)の因果性測度に対しても応用可能であり，

本稿と密接に関係する研究である．
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本稿では，Hosoya (1991)の因果性測度に基づき，Yao and Hosoya (2000)の方法を応用することで因果性

測度に変化があったことを検出する為のWald検定統計量を提案し，モデルの構造変化の時点を既知とした

上で，因果性測度の変化の漸近分布を導出している．続く以下第 2節では，Geweke (1982)とHosoya (1991)

で導入された因果性測度と Yao and Hosoya (2000)で拡張された非定常時系列における因果性測度について

概説を与える．第 3節では，Yao and Hosoya (2000)で提案された因果性に対するWald検定統計量を例示

した後，因果性の変化を検出する為のWald検定統計量の導出を行い，詳細な検定手続きを述べ，第 4節に

おいて，導出した検定統計量の性質をモンテカルロ実験によって検討し，第 5節では，日本と米国の株式指

数間の因果性に関する応用例を示している．

2 因果性の測度

本節では，Geweke (1982)と Hosoya (1991)で導入された時系列間の因果性の測度について考察していく．

Geweke (1982)と Hosoya (1991)では，確率ベクトル間の因果性測度を定義しているが，ここでは簡単化の

為に 2変数間の因果性測度を説明する．

2.1 定義

X(t)と Y (t)はそれぞれ定常な確率過程であり，それらを Z(t) = [X(t) Y (t)]′ とする．このとき Z(t)の

同時スペクトル密度関数は以下で与えられるものとする．

f(λ) =

f11(λ) f12(λ)

f21(λ) f22(λ)

 , −π < λ ≤ π (1)

スペクトル密度関数 f(λ)に関しては

∫ π

−π

log det(f(λ))dλ > −∞. (2)

を満たしていると仮定する．このとき f(λ)は正準分解によって

f(λ) =
1
2π

Λ(e−iλ)Λ(e−iλ)∗ (3)
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と書くことができる．但し，上付き添え字の ∗は共役転置行列を表す．更に Z(t)の一期先予測誤差，すなわ

ち Z(t)を {X(s)}t−1
−∞ と {Y (s)}t−1

−∞ に線形射影した残差の分散共分散行列を

Σ =

 σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

 (4)

と表す．ここで Λ(0)Λ(0)∗ = Σである．

Y (t)を {X(s)}t
−∞，{Y (s)}t−1

−∞に線形射影した残差を Y0,−1(t)と定義する．この Y0,−1(t)は時点 tにおい

てX(t)と相関を持たないショックであり，Y (t)固有のショックとみなすことができる．また Y0,−1(t)はホワ

イトノイズとなっている. ここでX(t)と Y0,−1(t)の同時スペクトル密度関数を以下のように定義する．

f̃(λ) =

f̃11(λ) f̃12(λ)

f̃21(λ) f̃22(λ)

 , −π < λ ≤ π. (5)

ここで f̃11(λ) = f11(λ)，f̃21 = [ −(ρσ1σ2)/σ2
1 1 ]Λ(0)Λ(e−iλ)f.1(λ)，f̃22 = (σ2

2 −ρ2σ2
2)/(2π)，ただし f.1(λ)

は f(λ)の一列目，すなわち f.1(λ) = [f11(λ) f21(λ)]′ である．このとき Hosoya (1991)で提案されている因

果性測度は

MY →X = log
(
σ2
−1,·/σ̃2

1

)
(6)

となる．ただしσ2
−1,·はX(t)を{X(s)}t−1

−∞へ線形射影した残差の分散であり，̃σ2
1は{X(s)}t−1

−∞と{Y0,−1(s)}t−1
−∞

に線形射影した残差の分散である．(6)では，Y (t)にのみ与えられたショック Y0,−1(t)の, 過去の情報を用いる

ことによる一期先予測の分散の対数値での減少を，Y (t)からX(t)への因果性測度と定義している．Y0,−1(t)

から，X(t)への Granger因果性測度の単調変換を Y (t)から X(t)への因果性測度と読み換えていると言っ

ても良い．この因果性測度は，定常時系列の一期先予測誤差の分散のスペクトル密度関数での分解の公式

det(Σ) = (1/2π) exp{(1/2π)
∫ π

−π
log det(f(λ))dλ}から

σ2
−1,· =

1
2π

exp
{

1
2π

∫ π

−π

log(f11(λ))dλ

}
,

σ̃2
1 =

1
2π

exp

{
1
2π

∫ π

−π

log

(
f11 − 2π

‖ f̃12(λ) ‖
f̃22(λ)

)
dλ

}

となることを利用して，周波数分解することができる (詳細は Hosoya (1991) Lemma 2.4参照)．周波数分解
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された因果性測度は以下で与えられる．

MY →X(λ) = log
(

f11(λ)
f11 − 2π ‖ f̃12(λ) ‖ /f̃22(λ)

)
, −π < λ ≤ π (7)

またこの分解の下では

MY →X =
1
2π

∫ λ

−λ

MY →X(λ)dλ

が成立する．f11 − 2π ‖ f̃12(λ) ‖ /f̃22(λ) は X(t) を {Y (t)}∞−∞ に射影した残差のスペクトル密度関数となっ

ている．この因果性測度を求める為には，スペクトル密度関数 f(·)とスペクトル密度関数の正準分解 Λ(·)，

さらに f̃(·)を求める必要があるが，導出については次節で与える. 一方，Geweke (1982)で定義された因果

性測度は

FY →X = log
(
σ2
−1,·/σ2

1

)
(8)

である．σ2
1 は X(t)を {X(s)}t−1

−∞ と {Y (s)}t−1
−∞ に線形射影した残差の分散であり，(4)における σ2

1 の定義

と同一である．この因果性測度も一期先予測誤差のスペクトル分解の公式によって周波数分解が可能である．

具体的な定義は後述するが，この周波数分解された因果性測度を fY →X(λ)としておく．Geweke (1982)の因

果性測度は Granger因果性測度の単調変換の対数値であり，定常な VARモデルを対象としているが，VAR

モデルの中でも周波数分解が成立しない場合があることが知られている．すなわち Geweke (1982)の因果性

測度では

FY →X >
1
2π

∫ π

−π

fY →X(λ)dλ (9)

となる可能性がある．これに対し Hosoya (1991)における因果性測度は，特定のモデルを仮定することなく，

スペクトル密度関数を用いて定義されており，より一般性のある測度となっており，(9)のような問題も生じ

ていない．Hosoya (1991) では，Geweke (1982)では因果性測度が定義されていない例と，因果性測度の周波

数分解が成立しない例があげられている．以降本稿では, Hosoya (1991)の因果性測度の下で議論を進める．

Hosoya (1991)では，これらの議論を確率ベクトルの因果性に一般化して，同時スペクトル密度関数 f(λ)

と一期先予測誤差の分散共分散行列 Σ = ( Σij ), (i, j = 1, 2) を持つ確率ベクトル X(t)と Y (t)間の因果性

測度を

MY →X = log
(
det(Σ−1,·)/det(Σ̃11)

)
(10)
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として定義している．ただし Σ−1,·はX(t)を {X(s)}t−1
−∞へ射影した残差の分散共分散行列，Σ̃11はX(t)を

{X(s)}t−1
−∞ と {Y0,−1(s)}t−1

−∞ へ射影した残差の分散共分散行列である．周波数分解された因果性測度は

MY →X(λ) = log
(

f11(λ)
f11 − 2πf̃12(λ)f̃22(λ)−1f̃21(λ)

)
, −π < λ ≤ π (11)

として定義されている．ただし f̃11(λ) = f11(λ)，f̃21 = [ −Σ21Σ−1
11 I ]Λ(0)Λ(e−iλ)f.1(λ)，f22 = (Σ22 −

Σ21Σ−1
11 Σ12)/(2π)，f.1(λ) = [ f11(λ) f21(λ) ]′ である．また Hosoya (1991)では，因果性測度の他に相互効

果測度と相互依存測度を定義している．

2.2 時系列モデルにおける因果性測度

Hosoya (1991)の因果性測度を計算するためには，スペクトル密度関数とその正準分解の計算が必要であ

る．以下では時系列モデルにおけるスペクトル密度関数と正準分解の計算について説明を与える．

Z(t) = [X(t) Y (t)]′ は以下で表される時系列とする．

A(L)Z(t) = B(L)ε(t), ε(t) ∼ N(0, Σ) (12)

Lはラグオペレータであり，その多項式 A(L)と B(L)をそれぞれ A(L) = I − A1L − A2L
2 − · · · − ApL

p，

B(L) = I + B1L + B2L
2 + · · · + BqL

q とする．

まず Z(t)が定常な時系列であるとき

Z(t) = A(L)−1B(L)ε(t) = A(L)−1B(L)Σ1/2u(t), u(t) ∼ N(0, I) (13)

とする移動平均モデル（MAモデル）による表現が可能である．このA(L)−1B(L)Σ1/2は正準分解となるの

で，Λ(·) = A(·)−1B(·)Σ1/2 とすればよい．Geweke (1982)における因果性測度は

E(L) = A(L)−1B(L)Σ1/2 =

E11(L) E12(L)

E21(L) E22(L)


とおくと

fY →X(λ) = log
(

det(f11(λ))
(1/2π)det(E11(e−iλ)E11(e−iλ)∗)

)
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として定義される．Geweke (1982)では，det(A(L)−1B(L)) = 0の根が単位円上にある場合に因果性測度が

定義されていない．また，X(t)が (13)式上で反転可能なMAと反転不可能なMAの和となっている場合に

は，Geweke (1982)の因果性測度の周波数分解が必ずしも成立しない．つまり FY →X(λ) > 1
2π

∫ π

−π
f(λ)dλ と

なる可能性がある．特定の仮定が満たされた場合にはGeweke (1982)の因果性測度は Hosoya (1991)の因果

性測度と一致する．

Z(t)のスペクトル密度関数は

f(λ) =
1
2π

A(e−iλ)−1B(e−iλ)ΣB(e−iλ)∗A(e−iλ)−1∗ (14)

として計算することができる．またX(t), Y0,−1(t)のスペクトル密度関数 f̃(λ)は

f̃(λ) =

 f11(λ) ([−Σ21Σ−1
11 I]A(e−iλ)−1B(e−iλ)f.1(λ))∗

[−Σ21Σ−1
11 I]A(e−iλ)−1B(e−iλ)f.1(λ) 1

2π (Σ22 − Σ21Σ−1
11 Σ12)


として求められる．これらと (11)から Hosoya (1991)の因果性測度をもとめることができる．

2.3 非定常時系列間における因果性測度

非定常時系列においては，定常に変換された時系列でのスペクトル密度関数を用い，その上で因果性測度

を考える．Yao and Hosoya (2000)では以下のように，非定常時系列における因果性測度を定義している．ま

ず (11)式の両辺から A(L)の随伴行列を掛けることによって

det(A(L))Z(t) = det(A(L))A(L)−1B(L)ε(t) (15)

と Z(t)を変換する．Yao and Hosoya (2000)では根が全て単位円上か外にあると仮定した上で，右辺のMA

表現のラグ多項式から求めたスペクトル密度関数を使って因果性測度を定義することを提案している．つま

り det(A(L))Z(t)のスペクトル密度関数は

f(λ) =
1
2π

det(A(e−iλ))2A(e−iλ)−1B(e−iλ)ΣB(e−iλ)∗A(e−iλ)−1∗ (16)

であり，その正準分解は Λ(e−iλ) = det(A(e−iλ))A(e−iλ)−1B(e−iλ)Σ1/2 となる．(11)式から明らかなよう

に，因果性測度は比率で定義されているため, スペクトル密度関数を定数倍しても因果性測度は不変である．
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本稿では簡単化の為，以下の定義を用いる．A(L) = 0に関して，根が１となる数を qとし，Z(t)を

(1 − L)qZ(t) = Ã(L)−1B(L)ε(t) (17)

と変換する．但し A(L) = (1 − L)qÃ(L)である．このときスペクトル密度関数は

f(λ) =
1
2π

Ã(e−iλ)−1B(e−iλ)ΣB(e−iλ)∗Ã(e−iλ)−1∗

となり，正準分解はΛ(e−iλ) = Ã(e−iλ)−1B(e−iλ)Σ1/2 と表すことができる．これらを用いて (5)に従い f̃(λ)

を求め，(7)に代入することで因果性測度を求めることができる．つまり，∆qZ(t)上での因果性測度を Z(t)

上での因果性測度として定義するのである．(15)と (17)のどちらの変換を用いた場合でも因果性測度は同じ

である．

2.4 誤差修正モデルにおける因果性測度

本節では，Yao and Hosoya (2000)，Breitung and Candelon (2006) と同様に，誤差修正モデルにおける

因果性測度の計算を説明する．誤差修正モデルは Z(t)を p × 1の確率過程，rを共和分のランクとすると

∆Z(t) = ΠZ(t − 1) +
a−1∑
j=1

Ψ(j)∆Z(t − j) + ΦP (t) + ε(t), ε(t) ∼ N(0, Ω)

と書くことができる．ここで Πは p × pの正方行列であるが，そのランクは rank(Π) = rであり，p × rの

行列 α, βを用いて Π = αβ′と表現できるものとする．P (t)は外生説明変数であり Φはその係数行列である．

また誤差修正モデルはラグオペレータ Lを用いて

(I − (I + αβ′)L −
a−1∑
j=1

Ψ(j)(Lj − Lj+1))Z(t) = ε(t)

と書くことができる．Z(t)は非定常時系列であるから，∆Z(t)上での因果性測度を考える．∆Z(t) = φ(L)ε(t)

としてMA表現すると

φ(L) = (1 − L)(I − (I + αβ′)L −
a−1∑
j=1

Ψ(j)(Lj − Lj+1))−1, (18)

となる．スペクトル密度関数を

f(λ) =
1
2π

φ(e−iλ)Ωφ(e−iλ)∗

7



とし，スペクトル密度関数の正準分解を Λ(e−iλ) = φ(e−iλ)Ω1/2 として因果性測度を計算すればよい．特に，

差分をとった後の∆Z(t)に関しては，変数間の長期的な関係が除去されているように見えるが，実際は，任

意の 0 < λ < πにおいて φ(e−iλ)は，αβ′を含む為，共和分ベクトル βは∆Z(t)上の因果性測度に影響を与

えている．

周波数ゼロ，すなわち L = 1において，A(L) = I − (I + αβ′)L −
∑a−1

j=1 Ψ(j)(Lj − Lj+1)は特異となる

為，A(1)−1が存在しないことには注意が必要である．このため，誤差修正モデルにおいて，周波数ゼロでの

因果性測度は定義されないが，ゼロ近傍における因果性測度に長期因果性測度としての解釈を与えることは

できる（詳しくは，Granger and Lin (1995)を見よ）．また，共和分ベクトルが存在しないとき，すなわち

Π = αβ′ = 0のときには，誤差修正モデルにおける因果性測度は∆Z(t)に対する定常時系列の因果性測度に

帰着する．

3 構造変化と因果性の変化

本節では，時系列モデルにおいて構造変化があった場合の因果性の変化に対する検定統計量を導出する．特

に，Yao and Hosoya (2000)，Breitung and Candelon (2006) と同様に，誤差修正モデルに限定して具体的

な検定の手順を述べる．はじめに，Yao and Hosoya (2000)で提案された因果性測度がゼロであることに対

する検定統計量について説明をあたえた後に，因果性測度の変化に関する検定統計量に関して考察する．

3.1 因果性測度がゼロであることに対する検定

Yao and Hosoya (2000)では，最尤推定量の漸近正規性を利用したWald検定統計量によって，因果性の

検定を行うことを提案している．Yao and Hosoya (2000)で提案された検定の手順は，(i) モデルのパラメー

タを最尤法による推定，(ii) 推定されたパラメータを使ったスペクトル密度関数の推定と因果性測度の推定，

(iii) 最尤推定量の漸近分布と推定された因果性測度から，デルタ法によりWald検定統計量を求める，とい
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う 3ステップから構成されている．まず (i)については次のとおりである．誤差修正モデルは

∆Z(t) =ΠZ(t − 1) +
a−1∑
j=1

Ψ(j)∆Z(t − j) + ΦP (t) + ε(t), ε(t) ∼ N(0, Ω)

=ΠZ(t − 1) + Ψ′W (t) + ΦP (t) + ε(t)

と書くことができる．ただしΠ = αβ′であり，共和分のランクが rのとき，αとβは p×rの行列で，rank(Π) =

p−rとなる．またΨ = [Ψ(1), Ψ(2), . . . , Ψ(a−1)]′であり，W (t) = [∆Z(t−1)′, ∆Z(t−2)′, . . . , ∆Z(t−a+1)′]′

である．以降 θ = {α, Ψ, Φ, Ω}とし，β とそれ以外のパラメータを分けて考える．

この誤差修正モデルの対数尤度関数は以下で与えられる．

l(α, β, Ψ, Φ,Ω|Z) = −T

2
(p log(2π) + det(Ω)) − 1

2

T∑
t=1

(∆Z(t) − µ(t))′Ω−1(∆Z(t) − µ(t)),

µ(t) = αβ′Z(t − 1) +
a−1∑
j=1

Ψ(j)∆Z(t − j) + ΦP (t).

次に Mij , i, j = 0, 1, 2と Sij , (i, j = 0, 1)を以下のように定義する．

M00 =
1
T

T∑
t=1

∆Z(t)∆Z(t)′, M01 =
1
T

T∑
t=1

∆Z(t)Z(t − 1)′,

M02 =
1
T

T∑
t=1

∆Z(t)W (t)′, M11 =
1
T

T∑
t=1

Z(t − 1)Z(t − 1)′,

M12 =
1
T

T∑
t=1

Z(t − 1)W (t)′, M22 =
1
T

T∑
t=1

W (t)W (t)′,

Sij = Mij − Mi2M
−1
22 M2j , i, j = 0, 1.

このとき誤差修正モデルに関する対数尤度関数は，共和分ベクトルβに関して集約され |β̂′(S11−S10S
−1
00 S01)β̂|/|β̂′S11β̂|

と表すことができ，β の最尤推定量は固有値問題

|γS11 − S10S
−1
00 S01| = 0

を解いて求めることができる (Johansen (1995))．固有値 γi を大きい順に並べ，対応する固有ベクトルを vi

とすると，β の最尤推定量は β̂ = [v1, v2, . . . , vr] としてもとめることができる．残りのパラメータに関して

も，α̂ = S01β̂(β̂′S11β̂)−1，Ψ̂ = M02M22 − α̂β̂′M12M
−1
22 ，Ω̂ = S00 − α̂(β̂′S11β̂)α̂ として推定することがで

きる．共和分ベクトルが存在しない (Π = αβ′ = 0)ときには，モデルのAR部分の係数の推定量 Ψ̂は通常の

VARモデルにおける OLS推定量となる．
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最尤推定量 β̂，θ̂はどちらも一致推定量であるが，前者の収束のスピードは T であり，後者の
√

T よりも

早いものとなっている．θ̂に関しては以下の漸近正規性が成立することが知られている．

√
T (θ̂ − θ) d→ N(0, V (θ, β)), (19)

V (θ, β) =

Ω ⊗ Q−1 0

0 2D+(Ω ⊗ Ω)D+′

 (20)

ただしQ = limT→∞(1/T )
∑T

i=1 S(t)S(t)′，S(t) = vec( β′Z(t− 1), ∆Z(t− 1), . . . , ∆Z(t− a + 1), P (t) )，

D+は重複行列 (Duplication matrix)の一般化逆行列である (Duplication matrixの定義については Magunus

and Neudecker (1988) を見よ)．Ω⊗Q−1は {α̂, Ψ̂, Φ̂} の漸近分散共分散行列であり，2D+(Ω⊗Ω)D+′
は Ω̂

の漸近分散共分散行列である．漸近分散に含まれるパラメータを一致推定量で置き換えることで得られる漸

近分散共分散行列の推定量は，

V (θ̂, β̂) =

Ω̂ ⊗ Q̂−1 0

0 2D+(Ω̂ ⊗ Ω̂)D+′

 (21)

となる．ただし，Q̂ = 1/T
∑T

i=1 Ŝ(t)Ŝ(t)′ である．

次に (ii)推定されたパラメータを所与として，スペクトル密度関数を推定し，因果性測度をもとめる．ス

ペクトル密度関数はパラメータの関数であることから，因果性測度MY →X(λ; θ, β)はパラメータの関数であ

る．従って，因果性測度の推定量はMY →X(λ; θ̂, β̂)で与えられる．MA表現のラグ多項式は, (18)より

φ̂(L) = (1 − L)Â(L)−1

となる．ただし Â(L) = I − (I + α̂β̂′)L −
∑a−1

j=1 Ψ̂(j)(Lj − Lj+1) である．スペクトル密度関数は

f̂(λ) =
1
2π

φ̂(e−iλ) Ω̂ φ̂(e−iλ)∗, 0 < λ ≤ π

として推定する．また，スペクトル密度関数の正準分解は Λ̂(e−iλ) = φ̂(e−iλ)Ω̂1/2 である．さらに

ˆ̃
f(λ) =

 f̂11(λ) ( [ −Ω̂21Ω̂−1
11 I ]φ̂(e−iλ)−1f̂.1(λ) )∗

[ −Ω̂21Ω̂−1
11 I ]φ̂(e−iλ)−1f̂.1(λ) Ω̂22 − Ω̂12Ω̂−1

11 Ω̂21


として (11)に推定量を代入することで，因果性測度の推定量MY →X(λ; θ̂, β̂)が求められる．
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最後に (iii) 最尤推定量の漸近分布と推定された因果性測度からデルタ法によりWald検定統計量を求める．

デルタ法により

√
T

(
MY →X(λ; θ̂, β̂) − MY →X(λ; θ, β)

)
d→ N (0,H(θ, β))

となる．ただしH(θ, β) =
(
∂MY →X(λ; θ, β)/∂θ′

)
V (θ, β)

(
∂MY →X(λ; θ, β)/∂θ

)
である．

H(θ, β)に含まれる未知パラメータ θ, β は一致推定量で置き換えられ，以下で定義されるW (λ)は漸近的

に自由度 1の χ2 分布に収束することが示される．

W (λ) = T
(
MY →X(λ; θ̂, β̂) − MY →X(λ; θ, β)

)2

/H(θ̂, β̂)

このことを利用して，Wald検定統計量は以下のように与えられる．例えば，複数の異なる周波数における因

果性がゼロであることに関する同時検定に関しては，特定の周波数 λ1, λ2 において，次の帰無仮説と対立仮

説を考えることになる．

H0 : MY →X(λ1; θ, β) = 0, MY →X(λ2; θ, β) = 0,

H1 : MY →X(λ1; θ, β), MY →X(λ2; θ, β)のいずれか，またはどちらもがゼロではない.

この仮説を検定するには, 因果性測度を並べたベクトル

M(θ, β) =

MY →X(λ1; θ, β)

MY →X(λ2; θ, β)


に対して

M(θ̂, β̂) − M(θ, β) a∼ N

(
0,

1
T

∂M(θ, β)
∂θ′

V (θ, β)
∂M(θ, β)

∂θ

)
が成り立つことから, Wald検定統計量は以下のように与えられ，その漸近分布は自由度 2の χ2分布となる．

W (λ) = T M(θ̂, β̂)′H(θ̂, β̂)−1M(θ̂, β̂).

また，微分係数ベクトル ∂MY →X(λ; θ̂, β̂)/∂θ は (11)がパラメータの複雑な関数となっているため，解析的

に求めることが困難であり，Yao and Hosoya (2000)では数値微分が利用されている．すなわち h を十分小

さい値として

∂MY →X(λ; θ̂, β̂)
∂θ

≈ MY →X(λ; θ̂ + h, β̂) − MY →X(λ; θ̂ − h, β̂)
2h

として微分係数を近似している．
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3.2 因果性測度の変化の検定

ここでは，Yao and Hosoya (2000)で提案された検定統計量を基に，因果性測度が変化したことを検出する為

の検定統計量を導出する．まず，誤差修正モデルにおいて cを定数とし，T1 = [ cT ]においてパラメータに変化

があったと仮定する（記号 [ x ]は，実数 xに対して xの整数部分を表す）．θk = {αk, Ψk(1), Ψk(2), . . . , Ψk(a−

1),Φk, Ωk}，θ = {θ1, θ2}とすると，構造変化がある場合の誤差修正モデルは

∆Z(t) = αkβ′
kZ(t − 1) +

ak−1∑
j=1

Ψk(j)∆Z(t − j) + ΦkP (t) + ε(t), ε(t) ∼ N(0,Ωk), (22)

ただし t < T1 のとき k = 1, T1 ≤ tのときは k = 2とする．

このとき構造変化は，パラメータの変化によってとらえられているが，因果性がどのように変化したかは

必ずしも明らかではない．よって以下では，モデルの構造変化が時系列間の因果性にも変化を与えるもので

あるかどうかを調べる為の統計的検定法を提案する．Yao and Hosoya (2000)と同様に検定の手順は (i) モデ

ルのパラメータ推定，(ii) スペクトル密度関数を推定し，因果性測度を推定，(iii) デルタ法によるWald検定

統計量の導出，という 3ステップに分けて行う．

まず (i)モデルのパラメータの最尤法による推定について述べる．対数尤度関数は cを所与として

l(β1, β2, θ|Z) = − T

2
p log (2π) + l1(β1, θ1|Z) + l2(β2, θ2|Z),

l1(β1, θ1|Z) = − cT

2
det(Ω1) −

1
2

T1∑
t=0

(∆Z(t) − µ1(t))′Ω−1
1 (∆Z(t) − µ1(t)),

l2(β2, θ2|Z) = − T − cT

2
det(Ω2) −

1
2

T∑
t=T1+1

(∆Z(t) − µ2(t))′Ω−1
2 (∆Z(t) − µ2(t)),

µk(t) =αkβ′
kZ(t − 1) +

a−1∑
j=1

Ψk(j)∆Z(t − j) + ΦkP (t), k = 1, 2

となる．尤度関数は {β1, θ1}の関数である l1(β1, θ1|Z)と {β2, θ2}の関数である l2(β2, θ2|Z)に分離すること

ができることから，以下の最大化問題を解くことで，最尤推定量を得ることができる．

max
β1,β2,θ

l(β1, β2, θ|Z) = max
β1,θ1

l1(β1, θ1|Z) + max
β2,θ2

l2(β2, θ2|Z)

この尤度関数の最大化は，前節と同様の固有値問題に帰着する．

(ii) モデルのパラメータ推定量を用いたスペクトル密度関数の推定，そして因果性測度を推定することに

関しても，構造変化前と後のそれぞれで，前節と同様に因果性測度MY →X(λ; θ̂1, β̂1)，MY →X(λ; θ̂2, β̂2)を
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計算し，因果性測度の推定量とする．

最後に (iii)最尤推定量の漸近分布と推定された因果性測度からのデルタ法によるWald検定統計量の計算

について説明する．最尤推定量 β̂1, β̂2は，ともに一致推定量であり，その収束のスピードは T である．従っ

てここでは，推定量 θ̂ = [θ̂′1, θ̂
′
2]

′に関してのみ考慮すれば良い．対数尤度関数に関して，θについての一階の

条件を真のパラメータ周りでテーラー展開すると

1√
T

∂l1(β1,θ1|Z)
∂θ1

∂l2(β2,θ2|Z)
∂θ2

 =
1
T

∂2l1(β̂1θ̂1|Z)
∂θ1∂θ′

1
0

0 ∂2l2(β̂2,θ̂2|Z)
∂θ2∂θ′

2

√
T

θ̂1 − θ1

θ̂2 − θ2

 + op(1)

となる．上式では ∂2l(β̂1, β̂2, θ̂|Z)/∂θ1∂θ2 = 0 となっており，フィッシャー情報行列の非対角要素は 0，対角

要素は

plimT→∞
1
T

∂2l1(β̂1, θ̂1|Z)
∂θ1∂θ′1

= cV (θ1, β1)−1,

plimT→∞
1
T

∂2l2(β̂2, θ̂2|Z)
∂θ2∂θ′2

= (1 − c)V (θ2, β2)−1

となることから

√
T (θ̂ − θ) d→ N

0,

1
cV (θ1; β1) 0

0 1
1−cV (θ2; β2)




を得る．θ̂1 と θ̂2 は漸近的に独立であるから，その連続関数であるMY →X(λ; θ̂1, β̂1)とMY →X(λ; θ̂2, β̂2)も

独立である．従って，MY →X(λ; θ̂1, β̂1) − MY →X(λ; θ̂2, β̂2)の漸近分布は

MY →X(λ; θ̂1, β̂1) − MY →X(λ; θ̂2, β̂2)
a∼ N

(
MY →X(λ; θ1, β1) − MY →X(λ; θ2, β2), V(θ, β1, β2)

)
で与えられる．ただし，

V(θ, β1, β2) =
1
cT

∂MY →X(λ; θ1, β1)
∂θ′1

V (θ1, β1)
∂MY →X(λ; θ1, β1)

∂θ1

+
1

(1 − c)T
∂MY →X(λ; θ2, β2)

∂θ′2
V (θ2, β2)

∂MY →X(λ; θ2, β2)
∂θ2

.

帰無仮説 H0 : MY →X(λ; θ1, β̂1) = MY →X(λ; θ2, β̂2) に対して，Wald検定統計量は V(θ, β1, β2)の未知パラ

メータ θ, β1, β2 を推定量で置き換えることによって以下で与えられ，漸近的に自由度１の χ2 分布に従う．

W (λ) = (MY →X(λ; θ̂1, β̂1) − MY →X(λ; θ̂2, β̂2))2/V(θ̂, β̂1, β̂2) (23)
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複数の周波数 λ1, λ2, . . . , λm において因果性の変化がないという帰無仮説に対しては，

D1(θ̂1, β̂1) =



MY →X(λ1; θ̂1, β̂1)

MY →X(λ2; θ̂1, β̂1)
...

MY →X(λm; θ̂1, β̂1)


, D2(θ̂2, β̂2) =



MY →X(λ1; θ̂2, β̂2)

MY →X(λ2; θ̂2, β̂2)
...

MY →X(λm; θ̂2, β̂2)


に対して，D(θ̂, β̂1, β̂2) = D1(θ̂1; β̂1) − D2(θ̂2; β̂2)を定義し，Wald検定統計量

W (λ) = D(θ̂, β̂1, β̂2)′V2(θ̂, β̂1, β̂2)−1D(θ̂, β̂1, β̂2) (24)

を得る．ただし

V2(θ̂, β̂1, β̂2) =
1
T1

∂D1(θ̂1, β̂1)
∂θ′1

V (θ̂1, β̂1)
∂D1(θ̂1, β̂1)

∂θ1

+
1

T − T1

∂D2(θ̂2, β̂2)
∂θ′2

V (θ̂2, β̂2)
∂D2(θ̂2, β̂2)

∂θ2

である．この検定統計量W は帰無仮説の下で，漸近的に自由度mの χ2 分布に従う．

本節で与えられている検定統計量は，収束のスピードが
√

T である推定量の分布に基づいて構成されてお

り，T のスピードで収束する共和分ベクトルの推定量 β̂ の分布の影響は考慮されていない．また検定統計量

は漸近的には χ2 分布に従うが，D(θ̂, β̂1, β̂2)はパラメータの非線形関数であり，真のパラメータ周りでの線

形近似の精度が良くない場合には有限標本では検定のサイズの歪みや検出力に対して影響を与える可能性が

ある．次節では，その有限標本特性についてモンテカルロ実験を用いて検証する．

4 モンテカルロ実験

本節では，モンテカルロ実験による検定統計量の有限標本特性を述べる．本稿における数値計算は全て行

列言語Ox 6 (Doornik (2006)) を用いている．まず，定常VARモデルに対する因果性測度の変化に対する実

験の結果を述べる．モンテカルロ実験は以下の設定の下で行った．

X(t) = ρ1Y (t − 1) + u1(t),

Y (t) = ρ2Y (t − 1) + u2(t). (25)
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但し，u(t) ∼ N(0, I) である．標本サイズは T = {200, 400}，T1 = T/2であり，試行回数は 1000回である．

また，検定の名目サイズは 5％とする．

検定統計量のサイズは，モデルのパラメータに構造変化がない場合，すなわち，全ての tに対して ρ1 = 0.3

として実験を行って計算した．また，検出力に関しては

ρ1 =


0.3 if t ≤ T1

0.5 if t > T1

として分析した．以下，ρ2を複数の値を試すことで，モデルのパラメータと因果性測度との関係を確認しな

がら，検定統計量の性質を調査する．

図１は，構造変化がある場合において，ρ2 = 0.3とした場合の真の因果性測度と実験 1000回において推

定された因果性測度の算術平均を表している．X(t)は低周波のところでスペクトル密度が大きい Y (t)と全

ての周波数でスペクトル密度が一定であるホワイトノイズ u1(t)で構成される．X(t)の低周波成分での Y (t)

による予測可能な割合が大きい為，低周波部分における Y (t)からX(t)への因果性測度は，他の周波数と比

べて大きくなっている．実験の結果から，有限標本において因果性測度の推定量は多少の上方バイアスはあ

るが不偏推定量に近いものとなっていた．図２は構造変化前と変化後の因果性測度の差，すなわち

MY →X(λ; θ1) − MY →X(λ; θ2)

の真の値と推定された差の算術平均を表している．図３は，検定統計量のサイズと検出力を周波数に対してプ

ロットしたものである．実験の結果から，実質サイズは 3％付近であり，名目サイズの 5％を下回った．検出

力については，周波数 1から 1.5の間で大きくなっており，最も因果性測度の大きい周波数 0付近の検出力を

上回った．これは，低周波部分における因果性測度の推定量の分散が大きいことが原因であると考えられる．

15



 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0.35

 0.4

 0.45

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3

Before break
True

Sample mean T=200
Sample mean T=400

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0.35

 0.4

 0.45

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3

After break
True

Sample mean  T=200
Sample mean of T=400

図 1: 真の因果性測度と実験における推定値の算術平均
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図 2: 真の因果性測度の差と実験における推定値の算術平均
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図 3: 検定統計量の実質サイズと検出力

次に，(25)において，ρ2 = −0.3とした場合の結果を述べる．図４は，真の因果性測度と推定された因果

性測度の算術平均を表しており，図５は因果性測度の差を，図６は．検定統計量のサイズと検出力を表した

ものである．この例では，Y (t)は高周波部分でスペクトル密度が大きい為，因果性測度も同様に高周波部分

で大きくなっている．ρ2 = 0.3の場合と同様に実質サイズは 3％付近で，下方バイアスが生じている．検出

力については，周波数 π付近の高周波部分で最も因果測度の差が大きいにも関わらず，周波数 2から 2.5の

間で検出力が最も大きかった．
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図 4: 真の因果性測度と実験における推定値の算術平均

-0.3

-0.25

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

 0

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3

True 
Sample mean T=200
Sample mean T=400

図 5: 真の因果性測度の差と実験における推定値の算術平均

18



 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3

Size T=200
Size T=400

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3

Power T=200
Power T=400

図 6: 検定統計量の実質サイズと検出力

最後に，誤差修正モデルにおける検定統計量の有限標本特性について述べる．実験は以下の設定の下で

行った．

∆X(t) = (a − 1)(X(t − 1) − bY (t − 1)) + ε1(t),

∆Y (t) = ε2(t).

但し，

ε(t) ∼ N(0,

b2 + 2vσ + σ2 b + vσ

b + vσ σ2

),

(a, v, σ) = (0.5,−0.5, 0.5)である．構造変化がない場合 b = 2.5とし，構造変化がある場合は

b =


2.5 if t ≤ T1

5 if t > T1

とした．これは，Quintos (1998)におけるものと同様の設定である．この実験においては，T = 200とする．

図７では，真の因果性測度と実験における推定値の算術平均を表し，図８は因果性測度の構造変化前と変化

後の差を表している．定常VARモデルの場合と同様に，因果性測度の推定量は非定常時系列である誤差修正
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モデルにおいても，十分に不偏推定量に近いものとなっていた．また，図９は

b =


2.5 if t ≤ T1

b2 if t > T1,

b2 ∈ {3, 3.5, 4, 4.5, 5}とした場合の検定統計量の検出力と b2 = 2.5として計算した実質サイズを表している．

実質サイズは全ての周波数において３％付近であり，名目サイズである５％を下回った．また，周波数０付

近の低周波部分でサイズが小さいにも関わらず，検出力が大きい結果が示された．
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図 7: 真の因果性測度と実験における推定値の算術平均
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5 実証例

本節では，実証分析の例を紹介する．実証例で用いたデータは，東証株価指数 (ＴＯＰＩＸ)とスタンダー

ド＆プアーズ 500種指数 (Ｓ＆Ｐ 500) の日次データであり，共に対数値を用いた．本研究で用いたデータ

は全て日経 NEEDS-Financial Questから取得した．データ期間は 1999年 1月 4日から 2012年 12月 30日

であり，構造変化点は，リーマンショックの 9月 15日とする．Bruneau and Jondeau (1999)の方法を用い

て，HQ (Hannan and Quinn (1979))情報量基準を用いてラグ数の選択を行った後に，トレース検定統計量

(Johansen (1995))を用いて，共和分のランクを決定した．その結果，構造変化前では，共和分ランク 1，ラ

グ数 3が選択され，構造変化後では共和分関係は検出されず，ラグ数は 4が選択された．表１は誤差修正モ

デルの推定結果を表している．モデルの推定結果に基づき，Ｓ＆Ｐ５００からＴＯＰＩＸへの因果性測度の

推定を行った結果が図１０である．また，ここでは記載していないがＴＯＰＩＸからＳ＆Ｐ５００への因果

性は検出されなかった．また図１１は，リーマンショック以前と以降それぞれにおける因果性測度が０である

ことに対するWald検定統計量を表している．これらの検定統計量は，各周波数に対して個別に計算したも

のであり，漸近的に自由度１の χ2分布に従う．また，図１２はリーマンショック以前と以降での因果性測度

の差の推定値であり，図１３は因果性測度に変化があったことに対するWald検定統計量を表している．こ

の検定統計量も同じく漸近的に自由度１の χ2分布に従う．図１１から明らかなように，リーマンショック以

前と以降のどちらにおいても，ほとんど全ての周波数で因果性は有意に検出されており，特に低周波の部分

で因果性が強いことが分かる．因果性測度の変化を見ると，周波数 0.1から 0.5の間，周期 12営業日から 62

営業日程度の波において因果性の変化が強く検出されている．これは，日本市場で活動する投資家がリーマ

ンショック以降，2週間から 12週間程度の間隔で米国市場の動向をそれまで以上に意識して意思決定を行っ

ている可能性を示唆している．
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表 1: 誤差修正モデルのパラメータの推定値

1999/1/4～2008/9/15 ∆X(t) : TOPIX, ∆Y (t) : S&P500

α β

-0.00066 10.31365

0.00049 -15.09482

Ψ

∆X(t − 1) ∆Y (t − 1) ∆X(t − 2) ∆Y (t − 2) 定数項

∆X(t) -0.02652 0.44295 -0.01080 0.06177 -0.02215

∆Y (t) -0.02570 -0.04164 0.00348 -0.01854 0.01643

Ω

∆X(t) 0.00013 0.00002

∆Y (t) 0.00002 0.00012

2008/9/16～2012/12/30

α β

0.00000 0.00000

0.00000 0.00000

Ψ

∆X(t − 1) ∆Y (t − 1) ∆X(t − 2) ∆Y (t − 2) ∆X(t − 3) ∆Y (t − 3) 定数項

∆X(t) -0.14215 0.57783 -0.06924 0.16606 -0.02937 0.07401 -0.00017

∆Y (t) 0.00114 -0.11479 -0.07252 -0.05336 0.01295 0.05420 0.00035

Ω

∆X(t) 0.00017 0.00004

∆Y (t) 0.00004 0.00023
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図 10: 因果性測度の推定値
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図 11: 因果性測度がゼロであることに対するWald検定統計量
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6 結語

本稿では，Geweke (1982)，Hosoya (1991)で導入された周波数領域における因果性測度に基づいて，モデル

に構造変化が生じているときの因果性の変化を検出するための検定統計量を導出した．また Yao and Hosoya

(2000)における議論を踏襲することで，誤差修正モデルにおける構造変化と因果性の変化に関する検証を行

うことが可能であることが示された．

導出された検定統計量の有限標本特性をモンテカルロ実験によって分析した．その結果，定常VARモデル

と誤差修正モデルにおいて検定のサイズに下方バイアスが生じる事が確認された．また，応用例として日米

の株価指数であるＴＯＰＩＸとＳ＆Ｐ５００を用いた実証分析を行い，リーマンショックの以前と以降で比

較して，Ｓ＆Ｐ５００からＴＯＰＩＸへの因果性が強くなっていることが統計的に有意に確認された．

本稿で導出した検定統計量は，構造変化点を所与としているが，複数の特定の期間における因果性の程度

の違いを検証目的とするような実際の分析においても，ここで示された検証方法が適用可能である．一方で，

構造変化点が未知の場合には，モデルの構造変化点の検出と同時に因果性測度に有意な変化が生じているか

どうかを検定することが必要になるが，その点に関しては，今後の課題としたい．
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Measurement of causality change between multiple time series

Ryo Kinoshita† and Kosuke Oya ‡

abstract

Structural change is gauged with the change of parameters in the model. In the case of multiple

time series model, the causality between the time series also changes when there is a structural

change. However the magnitude of change in causality is not clear in the case of structural

change. We explore the measure of causality change between the time series and propose the

test statistic whether there is any significance change in the causal relationship using frequency

domain causality measure given by Geweke (1982) and Hosoya (1991). These procedures can

be applied to error correction model which is non-stationary time series. The properties of the

measure and test statistic are examined through the Monte Carlo simulation. As an example of

application, the change in causality between United states and Japanese stock indexes is tested.
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